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I. Równania różniczkowe 

1. Klasyczna metoda rozwiązywania liniowego równania różniczkowego 

I.  Rozwiązanie swobodne (składowa swobodna, przejściowa) xs(t) – rozwiązanie równania różniczkowego 
jednorodnego (bez wymuszenia) 
(1) Ustalić postać równania jednorodnego (wyzerować wymuszenie):  

0)()(...)()( 01
)1(

1
)(  

 txatxatxatxa ss
n

sn
n

sn   (1-1) 

(2) Założyć rozwiązanie w postaci funkcji eksponencjalnej o parametrach A i λ:  
t

s Aetx )(  (1-2) 

Uzasadnienie 
(3) Podstawić założone rozwiązanie (1-2) do równania jednorodnego (1-1):  

0... 01
1

1  


tttn
n
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n AeaAeaAeaAea    (1-3) 

(4) Równanie (1-3) podzielić obustronnie przez Aeλt, co prowadzi do równania  algebraicznego, nazywanego 
równaniem charakterystycznym:  

    0... 01
1

1  
 aaaa n

n
n

n   (1-4) 

(5) Rozwiązać równanie charakterystyczne – wyznaczyć n pierwiastków 1n. 
(6) Pierwiastki mogą być rzeczywiste i zespolone, jedno- i wielokrotne. Stąd wynika postać xs(t): 

(1°) Jeśli wszystkie pierwiastki równania 1n są rzeczywiste i różne, to  
t

n
t

s
neAeAtx   ...)( 1

1  (1-5) 

(2°) W przypadku pierwiastków wielokrotnych, np. k-ty pierwiastek k jest p-krotny (k=k+1=...=k+p-1), 
składowa xs(t) zawiera p składników postaci: 

tp
pkkkk

ketAtAtAA )...( 1
1

2
21


   (1-6) 

 (3°) Jeśli występują pierwiastki zespolone (para liczb sprzężonych), np. 1 =+jr oraz 2 =-jr, to xs(t) 
zawiera składniki, które można zapisać na trzy równoważne sposoby:  

(a)  tjtjttjtj rrrr eAeAeeAeA    21
)(

2
)(

1  (1-7) 

(b)  tBtBe rr
t  sincos 21   (1-8) 

gdzie: 211 AAB  ,  212 AAjB  . 

(c)    21 cossin    tAetAe r
t

r
t  (1-9) 

gdzie: 2
2

2
1 BBA  ,  211 / BBtgarc ,  122 / BBtgarc . 

 
Współczynniki A1 i A2 (1-7) są liczbami zespolonymi, a współczynniki B1 i B2 (1-8), obliczone na ich podstawie, są 
liczbami rzeczywistymi (zapis: B1=A1+A2, B2=A1-A2 jest nieprecyzyjny).  

II.  Rozwiązanie wymuszone (składowa wymuszona, ustalona) xw(t) – rozwiązanie równania różniczkowego 
dla konkretnej funkcji wymuszającej f(t) podawanej na wejście u(t). 
(1) Wypisać funkcję wymuszającą f(t) i jej kolejne pochodne: 

...),(),(),( tftftf   (1-10) 

Listę kończą wyrażenia równe zero lub funkcje, które zaczynają się powtarzać (np. w przypadku funkcji sin i cos). Jeśli 
wśród tych wyrażeń są takie, które występują także w składowej xs(t), to należy je pomnożyć przez tk, gdzie k jest 
najmniejszym wykładnikiem, który zapewni, że wyrażenia będą się różnić od składników składowej swobodnej. 

(2)  Założyć, że rozwiązanie wymuszone xw(t) jest sumą składników postaci: 

..)()()( 21  tfCtfCtxw
  (1-11) 

gdzie Ci są parametrami rozwiązania.   
 (3) Podstawić wymuszenie f(t) i założone rozwiązanie xw(t) do równania (1-10): 

)()(...)()()(...)()( 01
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1
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wn  


  (1-12) 

(4) Porównać współczynniki przy takich samych funkcjach w całym równaniu. 
(5) Rozwiązać otrzymany układ równań względem stałych parametrów C1, C2, ... 

III. Rozwiązanie ogólne równania różniczkowego (całka ogólna), czyli suma rozwiązania swobodnego (z 
parametrami Ai) i rozwiązania wymuszonego: 

)(...)( 1
1 txeAeAtx w

t
n

t n    (1-13) 

IV. Rozwiązanie szczególne równania różniczkowego (całka szczególna) – rozwiązanie ogólne z określonymi 
parametrami A1÷An. Parametry Ai są obliczane na podstawie n warunków początkowych, czyli zbioru n wartości 
wybranych spośród n+1 możliwości:  
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)(),(...,),( 000
)( txtxtx n  , (1-14) 

 
Uzasadnienia i dowody 

Dowód równości (1-7) i (1-8), czyli 
jbjb AAbBbB   eesincos 2121

 (1-15) 

polega na zastosowaniu wzorów Eulera: 
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sincos 21
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B
ee
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bBbB    (1-16) 

i uporządkowaniu otrzymanego wyrażenia: 
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21212121  

(1-17) 

Stąd wynika zależność (1-15), która jest stosowana „w obu kierunkach”:  
jbjb AAbBbB  eesincos 2121 ,  (1-18) 

gdzie: 2/)(,2/)( 212211 jBBAjBBA   lub  212211 , AAjBAAB   

Warto zwrócić uwagę, że współczynniki B1 i B2 są liczbami rzeczywistymi, a współczynniki A1 i A2 są liczbami 
zespolonymi. 
 
Dowód równości (1-8) i (1-9), czyli 

   2121 cossinsincos   bAbAbBbB  (1-19) 

wykorzystuje przedstawienie wyrażeń 
21 jBB   i 

21 jBB   w postaci wykładniczej: 

2

2

21

21





j

j

AejBB

AejBB






 , gdzie 2
2

2
1 BBA   oraz )/B(arctg 122 B .  

Stąd  
  )2/(

2/

22

22

2

1

jeeAB

eeAB
jj

jj











  , a po zastosowaniu wzorów Eulera jest 
22

21

sin

cos




AB

AB


  

Po podstawieniu  B1 i B2 w zależności (1-19) i wykorzystaniu wzorów trygonometrycznych otrzymujemy:   
)cos()cos(sinsincoscossincos 222221   bAbAbAbAbBbB  (1-20) 

co odpowiada zależności  (1-19)  
)cos(sincos 221  bAbBbB  (1-21) 

Stosując wzory redukcyjne, otrzymujemy: 
)sin())90(sin())(90sin()cos( 1222   bAbAbAbA  , (1-22) 

gdzie 
21 90    .  

Skoro )/tg(arc 122 BB , to )(tg/1)(ctg)90(tg)(tg/ 111212   BB . Więc )/tg(arc 211 BB . 
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2. Rozwiązania równania pierwszego rzędu 

2.1. Odpowiedź skokowa i impulsowa równania 1.rzędu 
Analizowane równanie ma postać:  

)()()( 001 tubtxatxa  , a1≠0 (2-1) 

Rozwiązanie dla ... 
Odpowiedź skokowa, tzn. u(t)=1(t) Odpowiedź na skok od u0 do uk, (du= uk - u0) 

I. Rozwiązanie swobodne:  
001  aa     →    

10 / aa  

t
s Aetx )(  

II. Rozwiązanie wymuszone (a0≠0) 
Dla u(t)=1(t) → uk =1 Po skoku → uk  

00 bxa k    →   
ukłkw kabxtx  00 /)(  

kk ubxa 00    →   
kukłkkw ukabuxtx  00 /)(  

III. Rozwiązanie ogólne 

k
t xAetx  )( , gdzie:

10 / aa , 
ukłk kabx  00 /  

k
t xAetx  )( , gdzie: 

10 / aa , 
kukłkk ukabux  00 /  

IV. Rozwiązanie szczególne   
Dla u(t)=1(t) → u(0)=up =0  →  xp = 0 Przed skokiem u(0)=up  →  xp = upb0/a0 = kukł up 

kxA  10 → 
kxA   

kp xAx  1 → 
xkp dxxA   

   t
ukł

t
kk

t
k ekexxexth   11)(  t

xkk
t

kp edxxexxtx   )()(      

gdzie: λ=-a0/a1, xk = b0/a0 = kukł gdzie: λ=-a0/a1, xk = ukb0/a0, xp = upb0/a0, dx = kukł (uk - up) 

ttt
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a
exth 
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  txt
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a
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1

0)(   

Odpowiedź impulsowa, tzn.  u(t)=δ(t) Odpowiedź na impuls na poziomie u0 

tt kee
a

b
thtg  

1

0)()(   tx
p

t
xp e

a

da
xedxtx 

1

0)(   

Uwaga: Gdy równanie znormalizowane (kukł =1 → b0=a0), to teth  1)( , tetg )(  
Odpowiedź skokowa i impulsowa dla a1≠0 i a0=0, czyli rozwiązanie )()( 01 tubtxa  dla u(t)=1(t) i dla u(t)=δ(t) 

t
a

b
dtt

a

b
th

1

0

1

0 )(1)(   , 
1

0)()(
a

b
thtg    

2.2. Odpowiedź układu 1.rzędu na wymuszenie sinusoidalne 
I. Rozwiązanie swobodne: t

s Aetx )( , gdzie λ=-a0/a1, (a1≠0) 

II. Rozwiązanie wymuszone dla u(t)=Um sin(0t) (odpowiedź częstotliwościowa) 
)sin()()( 0001 tUbtxatxa m   

1 Elementy rozwiązania xw(t): sin(0t), 0cos(0t). Rozwiązanie xw(t) skonstruowano w dwóch wariantach: a) stała C2 
zawiera pulsację 0; b) stała C2 zawiera pulsacji 0 – ostateczna postać rozwiązania xw(t) jest identyczna. 

 wariant a wariant b 
Postać 
rozwiązania  

)cos()sin()( 0201 tCtCtxw    

)sin()cos()( 002001 tCtCtxw    
)cos()sin()( 00201 tCtCtxw    

)sin()cos()( 0
2
02001 tCtCtxw    

Podstawienie  
  )sin()cos()sin(

)sin()cos(

0002010

0020011

tUbtCtCa

tCtCa

m 



   

  )sin()cos()sin(

)sin()cos(

00002010

0
2
020011

tUbtCtCa

tCtCa

m 



  

Uporządkowanie     
)sin(

)sin()cos(

00

002110020011

tUb

tCaCatCaCa

m 



     

)sin(

)sin()cos(

00

0
2
02110002011

tUb

tCaCatCaCa

m 



  

Układ  równań 







mUbCaCa

CaCa

002110

20011 0


  









mUbCaCa

CaCa

0
2
02110

2011 0


 

Rozwiązanie  
C1, C2 

2
01

2
0

0
1 )( aa

Ub
C m


 , 

2
01

2
0

001
2 )( 


aa

Uba
C m




  
2

01
2
0

00
1 )( aa

Uba
C m


 , 

2
01

2
0

01
2 )( aa

Uba
C m




  

Rozwiązanie 
xw(t) 

 )cos()sin(
)(

)( 001002
01

2
0

0 tata
aa

Ub
tx m

w 





  

Równoważna postać xw(t) na podstawie (1-7)÷(1-9):  
)sin()sin()cos( 00201   tBtBtB , gdzie: 2

2
2

1 BBB  ,  21 /arctg BB  

 





 taa
aa

Ub
tx m

w 0
2

01
2
02

01
2
0

0 sin)(
)(

)( , 
0

01arctg
a

a 
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Odpowiedź częstotliwościowa 

 





 t
aa

Ub
tx m

w 02
01

2
0

0 sin
)(

)(  

2 Alternatywny sposób rozwiązania .... 
III. Rozwiązanie ogólne 

 


 


 t
aa

Ub
Aetx mt sin

)(
)(

2
1

2
0

0  

IV. Rozwiązanie szczególne (wyznaczyć A dla wybranych warunków początkowych) 
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3. Rozwiązania równania drugiego rzędu   

3.1. Odpowiedzi skokowe i impulsowe równania 2.rzędu  
)()()()( 0012 tubtxatxatxa   , gdzie a2≠0, a0≠0 (3-1) 

Rozwiązanie 
Odpowiedź skokowa, u(t)=1(t) Odpowiedź skokowa, u(t)=1(t) 

I. Rozwiązanie swobodne:  

001
2

2  aaa    →   
02

2
1 4 aaa   

1) gdy Δ ≥0 (bieguny rzeczywiste) 2) gdy Δ<0 (bieguny zespolone) 

2

1
2

2

1
1 2

,
2 a

a

a

a 



                   (a2≠0) 

02,12,1 j , gdzie 



















2

1
2

2

1
1

2

2

a

a

a

a




 

22

1
21, 2

||

2 a
j

a

a 



               (a2≠0) 

rj 2,1
,gdzie 

2

1

2a

a
 , 

22

||

ar


  

rj 2,1
,gdzie 

2

1

2a

a
 , 

22

||

ar


       (alternatywne) 

a) tt
s eAeAtx 21

21)(   , 
,21        (Δ>0)            

b) tt
s teAeAtx 

21)(  , 
,21      (Δ=0)            

 

a) tjtj
s

rr eAeAtx )(
2

)(
1)(     

b)  tBtBetx rr
t

s  sincos)( 21   

c)  1sin)(   tAetx r
t

s
,  211 / BBtgarc  

 )cos()( 2  tAetx r
t

s
,  122 / BBtgarc  

II. Rozwiązanie wymuszone dla skoku jednostkowego )(1)( ttu   → gdy t >0 to uk =1 

kk ubxa 00      →  
ukł

k
kw k

a

ub
xtx 

0

0)(         (a0≠0) 

III. Rozwiązanie ogólne 
a) tt

k eAeAxtx 21
21)(    

b) tt
ks teAeAxtx 

21)(  ,  

gdzie: 
ukłk k

a

b
x 

0

0 , 



















2

1
2

2

1
1

2

2

a

a

a

a




, 

2

1

2a

a
  

a) tjtj
k

rr eAeAxtx )(
2

)(
1)(     

b)  tBtBextx rr
t

k  sincos)( 21   

c) )sin()( 1  tAextx r
t

k
, 






 



 rarctg1
 

 2cos)(   tAextx r
t

k
, 












r

  tgarc2
 

gdzie: 
ukłk k

a

b
x 

0

0 , 
2

1

2a

a
 , 

22

||

ar


  

IV. Rozwiązanie szczególne - warunki początkowe dla odpowiedzi skokowej: u(0)=0,  0)0( x , 0)0( x  
(→x(0)=0) 

Rozwiązanie 2a: h(t)= 








 



  tj

r

rtj

r

r
ukł

rr e
j

j
e

j

j
k )()(

22
1 





  

Rozwiązanie 2b: h(t)= 



















 ttek r

r
r

t
ukł 


 sincos1  

Rozwiązanie 1a: h(t)= 














 tt
ukł eek 21

21

1

21

21 





  

Rozwiązanie obejmuje człon oscylacyjny (+ 2
n ) i 

komplementarny (- 2
n ) (r.3.2) 

 
Rozwiązanie 1b: h(t)= 

 tt
ukł teek  1  

 

Rozwiązanie 2c: h(t)= 

















 )sin(1 1

22




  tek r
t

r

r
ukł

, 





 



 rarctg1
 

 
















 2

22

cos1 


  tek r
t

r

r
ukł

, 











r


  tgarc2
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Odpowiedź impulsowa, u(t)=δ(t) Odpowiedź impulsowa, u(t)=δ(t) 
Rozwiązanie 2a: g(t)= 

 tjtj

r

r
ukł

rr ee
j

k )()(
22

2



  

  

Rozwiązanie 2b: g(t)= 

tek r
r

rt
ukł 


 sin

22   

Rozwiązanie 1a: g(t)= 

 tt
ukł eek 21

21

21 







 

Rozwiązanie 1b: g(t)= 
 tt

ukł teek     

Rozwiązanie 2c: g(t)= 

 )sin()cos( 11

22




  


ttek rrr
t

r

r
ukł

 

Obejmuje człon oscylacyjny (+ωn
2, |ξ|≥1) i człon (-ωn

2) Obejmuje człon oscylacyjny (+ωn
2, |ξ|<1) 

Rozwiązanie 1a:  tt
k eAeAxtx 21

21)(    








tt
k

tt

eAeAtx

xeAeAtx
21

21

2211

21

)(

)(





 

Z warunków początkowych w chwili t=0- jest:  








2211

21

0

0

AA

xAA k


→ 

 












2
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2

21


 A

A

AAxk
 →  























2

11
2

2
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1






A
A

a

A
Axk  → 
















2

11
2

2

121 )(







A
A

x
A

k  →     























21

1
2

21

2

12

2
1










k

kk

xA

xxA
   

tktk
k e

x
e

x
xth 21

21

1

21

2)( 











  →  














 tt
ukł eekth 21

21

1

21

21)( 





  














 tt
ukł eektg 21

21

21

21

21)( 





  →   tt

ukł eektg 21

21

21)( 







  

Rozwiązanie 1b:  tt
k teAeAxtx 

21)(   








ttt
k

tt

teAeAeAtx

xteAeAtx




 221

21

)(

)(


 

Z warunków początkowych w chwili t=0- jest:  








21

1

0

0

AA

xA k


→ 








k

k

xA

xA

2

1  

t
k

t
kk texexxth  )(    →   tt

ukł teekth   1)(  spr 

 tt
ukłk teektg   2)(    →   tt

ukł teektg   )(  spr 

Rozwiązanie 2a: tjtj
k

rr eAeAxtx )(
2

)(
1)(      












tj
r

tj
r

k
tjtj

rr

rr

eAjeAjtx

xeAeAtx
)(

2
)(

1

)(
2

)(
1

)()()(

)(





 

Z warunków początkowych w chwili t=0- jest:  








21

21

)()(0

0

AjAj

xAA

rr

k


 → 








202

21

)())((0 AjxAj

xAA

rr

k


 → 








)()( 2

21

rrkr

k

jjAxj

xAA


 →  

→ 







2

21

2)( Ajxj

xAA

rkr

k


 → 



















r

r
k

r

rr
kk

r

r
k

j

j
xA

j

jj
xx

j

j
xA










2

2

2

2

2

1   → 
















r

r
k

r

r
k

j

j
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j

j
xA







2

2

2

1  

tj

r

r
k

tj

r

r
kk

rr e
j

j
xe

j

j
xxth )()(

22
)( 





  




  → 







 



  tj

r

rtj

r

r
ukł

rr e
j

j
e

j

j
kth )()(

22
1)( 





   








 



  tj

r

rrtj

r

rr
ukł

rr e
j

jj
e

j

jj
ktg )()(

2

))((

2

))((
)( 





 →   tjtj

r

r
ukł

rr ee
j

ktg )()(
22

2
)( 
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Rozwiązanie 2b:  tBtBextx rr
t

k  sincos)( 21     

 
   







tBtBetBtBetx

xtBtBetx

rrr
t

rr
t

krr
t








cossinsincos)(

sincos)(

2121

21


 

Z warunków początkowych w chwili t=0- jest:  

 







r

k

BB

xB

 21

1

0

0 →    














r

k

r

k

xB
B

xB





 1

2

1
  









 t

x
txexth r

r

k
rk

t
k 


 sincos)(   →    



















 ttekth r

r
r

t
ukł 


 sincos1)(  




























 ttettektg rr

r
rr

t
r

r
r

t
ukł 





  cossinsincos)(   →  tektg r

r

rt
ukł 


 sin)(

22 
  spr 

Rozwiązanie 2c1:  )sin()( 1  tAextx r
t

k
,  

   






11

1

cossin)(

)sin()(








tAeteAtx

xtAetx

rr
t

r
t

kr
t


 

Z warunków początkowych w chwili t=0- jest:   

 







)cos()sin(0

)sin(0

11

1




r

k

AA

xA  → 







11

1

cossin0

sin0




r

kxA → 







11

1

cossin0

/sin




r

k Ax  

1° 11 cossin0  r   → 11 cossin  r  → 



 r
1tg    lub 

r



1ctg  → 






 





 r tgarc1
 

2° 11 cossin  r  → 1
22

1
22 cos)(sin  r  →  1

22
1

22 sin1)(sin   r  →   2
1

222 )(sin rr     

       →   2
2

2
22 )( r

k
r

A

x
    →  

r

r
kxA









22
 

)sin()( 1

22




  


 texxth r
t

r

r
kk

              → 
















 1

22

sin(1)( 


  tekth r
t

r

r
ukł

, 






 





 r tgarc1
 

 )cos()sin()( 11

22




  


 tetektg r
t

rr
t

r

r
ukł

  →  )sin()cos()( 11

22




  


 ttektg rrr
t

r

r
ukł

   → 

         → )sin()( 11
22

22

arr
t

r

r
ukł tektg 


  


    →  tektg r

r

rt
ukł 


 sin)(

22 
  

                    














 







 rr
a  tgarc tgarc11

 

Rozwiązanie 2c2:   2cos)(   tAextx r
t

k
 

 
   







22

2

sincos)(

cos)(








tAeteAtx

xtAetx

rr
t

r
t

kr
t


 

Z warunków początkowych w chwili t=0- jest:   

 







)sin()cos(0

)cos(0

22

2




r

k

AA

xA  → 







22

2

sincos0

cos0




r

kxA → 







22

2

sincos0

/cos




r

k Ax  

1° 22 sincos0  r   → 22 sincos  r  → 
r

tg




2
→ 












r

  tgarc2
    

2° 22 sincos  r   →   2
22

2
22 sin)(cos  r    →    2

22
2

22 cos1)(cos   r    →    2
2

222 )(cos rr     

→   2
2

2
22 )( r

k
r

A

x
    →  

r

r
kxA









22
  

 2

22

cos)( 


  


 texxth r
t

r

r
kk

              →  















 2

22

cos1)( 


  tekth r
t

r

r
ukł

, 











r

  tgarc2
,  

 

    22

22

sincos)( 


  


 tetektg rr
t

r
t

r

r
ukł

 →     22

22

cossin)( 


  


 ttektg rrr
t

r

r
ukł

 

               →  arr
t

r

r
ukł tektg 22

22
22

sin)( 
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 r

r
a  tgarc tgarc22

 

 

Dodać odp. skokowa członu znormalizowanego:  


  


  tetx t

r

cos1)(
22

, 














22
 tgarc




  

 
Sprawdzenie wzorów dla Δ<0, xk=1 [dodać skrypt: testy_RozwiązanieRR]: 

 wartości wyliczone z warunków początkowych (rozwiązania powyżej: 2a,2b,2c) 
a) tjtj eAeA )(

2
)(

11     
r

r

r

r

j

j
A

j

j
A







2
,

2 21





  tj

r

rtj

r

r rr e
j

j
e

j

j )()(

22
1 





  




   

b)  tBtBe rr
t  sincos1 21   

    211 AAB  ,  212 AAjB   r

BB



 21 ,1  








 tte r

r
r

t 

 sincos1   

c1)  1sin1   tAe r
t  

    2
2

2
1 BBA  ,  211 /tgarc BB  r

rA


 22 
 , 







 





 r tgarc1
 )sin(1 1

22




  


 te r
t

r

r  

c2)  2cos1   tAe r
t  

   2
2

2
1 BBA  ,  122 /tgarc BB  r

rA


 22 
 , 








 


r
  tgarc2

  2

22

cos1 


  


 te r
t

r

r  

Sprawdzenie zależności: 

a → b) 1
2

2

22211 









r

r

r

r

r

r

j

j

j

j

j

j
AAB








 ,  

 
rrr

r

r

r

j

j
j

j

j
jAAjB




















2

2

22212
 

b → c)  
2

22

2

22
22

2
2
1 11

r

r

rr

BBA







 









      








 






 















 r

rB

B
 tgarc

/

1
 tgarctgarc

2

1
1

,  







 





















r

r

B

B




  tgarc
1

/
 tgarctgarc

1

2
2

 

3.2. Odpowiedź skokowa i impulsowa układu oscylacyjnego   

)()()(2)( 2 tbutxtxtx nn    , ωn>0 (3-2) 

 (w równaniu znormalizowanym 2
nb   → kukł=1)  

1) gdy 12   2) gdy 12   

I. Rozwiązanie swobodne:  
02 22  nn   

12
2,1   nn

 

02,12,1 j , gdzie 










1

1

2
2

2
1





nn

nn  








22

2

22
1

11

11





nnnn

nnnn

j

j  

rj 2,1
, gdzie 

n  , 21   nr  

rj 2,1
, gdzie 

n  , 21   nr     

(alternatywne) 
a) tt

s eAeAtx 21
21)(   , gdy α1≠ α2 (ξ

2 >1) 

1,1 2
2

2
1   nnnn

 

b) tt
s teAeAtx 

21)(  , gdy α1= α2= α (ξ2 =1) 

n   

a) tjtj
s

rr eAeAtx )(
2

)(
1)(     

b)  tBtBetx rr
t

s  sincos)( 21   

c)  1sin)(   tAetx t
s

,  211 / BBtgarc  

)cos()( 2  tAetx r
t

s
,  122 / BBtgarc  

II. Rozwiązanie wymuszone dla skoku jednostkowego )(1)( ttu   → gdy t>0 to uk =1 

kkn bux 2     →  
ukł

nn

k
kw k

bbu
xtx 

22
)(


 

III. Rozwiązanie ogólne 
a) tt

k eAeAxtx 21
21)(    

 
b) tt

k teAeAxtx 
21)(   

 

gdzie: 
ukł

n

k k
b

x 
2

, 










1

1

2
2

2
1





nn

nn , 
n   

a) tjtj
k

rr eAeAxtx )(
2

)(
1)(     

b)  tBtBextx rr
t

k  sincos)( 21   

c) )sin()( 1  tAextx r
t

k
, 






 



 rarctg1
 

 2cos)(   tAextx r
t

k
, 












r

  tgarc2
 



PreliminaryD ©ACzemplik PWr  
 

- 10 - 

gdzie 
ukłnk kbx  2/ , 

n  , 21   nr
 

IV. Rozwiązanie szczególne - warunki początkowe dla odpowiedzi skokowej: u(0)=0, 0)0( x , 0)0( x  

Rozwiązanie 2a: h(t)= 








 



  tj

r

rtj

r

r
ukł

rr e
j

j
e

j

j
k )()(

22
1 





  

Rozwiązanie 2b: h(t)= 



















 ttek r

r
r

t
ukł 


 sincos1  

Rozwiązanie 1a: h(t)= 














 tt
ukł eek 21

21

1

12

21 





  

 
Rozwiązanie 1b: h(t)= 

 tt
ukł teek  1  

Rozwiązanie 2c: h(t)= 

















 )sin(1 1

22




  tek r
t

r

r
ukł

, 





 



 rarctg1
 

 















 2

22

cos1 


  tek r
t

r

r
ukł

, 











r

  tgarc2
 

Rozwiązanie 2a: h(t)= 























  tjtj

ukł
nnnn e

j

j
e

j

j
k )1(

2

2
)1(

2

2
22

12

1

12

1
1 





  

Rozwiązanie 2b: h(t)= 




























  )1sin(

1
)1cos(1 2

2

2 ttek nn
t

ukł
n 


  

Rozwiązanie 1a: h(t)= 



























 





  tt

ukł

nnnn

eek
1

2

2
1

2

2 22

12

1

12

1
1







  

 
Rozwiązanie 1b: h(t)= 

 t
n

t
ukł teek  1  

Rozwiązanie 2c: h(t)= 

















  )1sin(

1

1
1 1

2

2



 tek n

t
ukł

n ,












 






2

1

1
 tgarc  

 













 

2
2

2
1cos

1

1
1 


 tek n

t
ukł

n , 

















2
2

1
 tgarc



  

Rozwiązanie 1a:  tt
k eAeAxtx 21

21)(     (3.1, Rozwiązanie 1a) 

 




















21

1
2

12

2
1







k

k

xA

xA
  →  

 
 

 
 























11

1

11

1

22

2

2

22

2

1








nnnn

nn
k

nnnn

nn
k

xA

xA
  →   
























12

1

12

1

2

2

2

2

2

1








k

k

xA

xA
 











































 





  tt

k
tt

k

nnnn

eexeexth
1

2

2
1

2

2

21

1

12

2
22

21

12

1

12

1
11)(















  

Rozwiązanie 1b:  tt
k teAeAxtx 

21)(    (3.1, Rozwiązanie 1b) 








k

k

xA

xA

2

1  

 t
n

t
ukł

t
k

t
kk teektexexxth    1)(    spr 

Rozwiązanie 2a: tjtj
k

rr eAeAxtx )(
2

)(
1)(     (3.1, Rozwiązanie 2a) 
















r

r
k

r

r
k

j

j
xA

j

j
xA







2

2

2

1 → 























2

2

2

2

2

1

12

1

12

1








n

nn
k

n

nn
k

j

j
xA

j

j
xA
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  tjtj

k
tj

r

rtj

r

r
k

nnnnrr e
j

j
e

j

j
xe

j

j
e

j

j
xth )1(

2

2
)1(

2

2
)()( 22

12

1

12

1
1

22
1)( 












  

Rozwiązanie 2b:  tBtBextx rr
t

k  sincos)( 21    (3.1, Rozwiązanie 2b) 











r

k

k

x
B

xB




2

1
 →    





















22
2

1

11 





 k

n

kn

k

xx
B

xB
 


















































  )1sin(

1
)1cos(1sincos1)( 2

2

2 ttexttexth nn
t

kr
r

r
t

k
n 





   

Rozwiązanie 2c1:  )sin()( 1  tAextx r
t

k
  (3.1, Rozwiązanie 2c1) 






















 

r

r
k

r

xA





22

1  tgarc
      → 

































 





















22

222

22

1

1

1

1

)1()(

1
 tgarc

1
 tgarc













k

n

nn
k

n

n

xxA

  ,  































  )1sin(

1

1
1sin(1)( 1

2

21

22







  textexth n
t

kr
t

r

r
k

n , 












 







 








2

1

1
 tgarc tgarc r  

Rozwiązanie 2c2:   2cos)(   tAextx r
t

k
 (3.1, Rozwiązanie 2c2) 




























r

r
k

r

xA





22

2  tgarc
      → 

























































22

222

222

1

1

1

)1()(

1
 tgarc

1
 tgarc











k

n

nn
k

n

n

xxA

  ,  

   






























 

2
2

22

22

1cos
1

1
1cos1)( 





  textexth n

t
kr

t

r

r
k

n ,  



























22

1
 tgarc tgarc








r

, 
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Sprawdzenie wzorów dla 12   (Δ<0 ), xk=1 [dodać skrypt: testy_RozwiązanieRR]:  
 wartości wyliczone z warunków początkowych (rozwiązania powyżej: 2a,2b,2c) 
a) tjtj eAeA )(

2
)(

11     

2

2

22

2

1
12

1
,

12

1



















j

j
A

j

j
A  tjtj rr e

j

j
e

j

j )(

2

2
)(

2

2

12

1

12

1
1 







 









  

b)  tBtBe rr
t  sincos1 21   

211 AAB  ,  212 AAjB   2
2

2
21

11
;1

















 BBB  

















  )1sin(

1
)1cos(1 2

2

2 tte nn
tn 





 
c)  1sin1   tAe r

t  

2
2

2
1 BBA  ,  211 /tgarc BB  21

1




A ,













 






2

1
1

 tgarc  )1sin(
1

1
1 1

2

2



 


  te n

tn  

c)  2cos1   tAe r
t  

2
2

2
1 BBA  ,  122 /tgarc BB  21

1




A , 


















22
1

 tgarc



   2

2

2
1cos

1

1
1 


 


  te n

tn   

Sprawdzenie zależności: 

a → b) 1
12

12

12

1

12

1
2

2

2

2

2

2

211 



























j

j

j

j

j

j
AAB ,  

 
222

2

2

2

212
112

2

12

1

12

1





































j

j
j

j

j
jAAjB   

b → c)  
22

22

2

2

2

2
2

2

22
2

2
1

1

1

1

1

1
1

1
1

1
1









































 BBA

   













 




































2

2
2

1
1

1
 tgarc

1
/1 tgarctgarc

B

B ,    














































22
1

2
2

1
 tgarc)1/(

1
 tgarctgarc








B

B  

3.3. Odpowiedź równania 2.rzędu na wymuszenie sinusoidalne 
I. Rozwiązanie swobodne:  

001
2

2  aaa    →   
02

2
1 4 aaa   

1) gdy Δ ≥0 (bieguny rzeczywiste) 2) gdy Δ<0 (bieguny zespolone) 
a) tt

s eAeAtx 21
21)(   , 

,21        (Δ>0)            

b) tt
s teAeAtx 

21)(  , 
,21      (Δ=0)            

gdzie: 


















2

1
2

2

1
1

2

2

a

a

a

a




,

2

1

2a

a
  

a) tjtj
s

rr eAeAtx )(
2

)(
1)(     

b)  tBtBetx rr
t

s  sincos)( 21   

c)  1sin)(   tAetx r
t

s
,  211 / BBtgarc  

 )cos()( 2  tAetx r
t

s
,  122 / BBtgarc  

gdzie: 
rj 2,1
,gdzie 

2

1

2a

a
 , 

22

||

ar


  

II. Rozwiązanie wymuszone dla u(t)=Um sin( t) (odpowiedź częstotliwościowa) 
)sin()()()( 0012 tUbtxatxatxa m    

II. Rozwiązanie wymuszone (odpowiedź częstotliwościowa) 
Do wyznaczenia rozwiązania wymuszonego zostanie zastosowany ogólny algorytm postępowania. 
(1) Funkcja wymuszająca i jej kolejne pochodne:  

)cos()(),sin()( 000 tUtutUtu mm     (3-3) 

Uwaga: W kolejnej pochodnej u(t) występuje znów sin(), więc w konstrukcji xw występują tylko 2 składniki. 

(2)  Konstrukcja postaci rozwiązania wymuszonego xw(t):  
)cos()sin()( 0201 tCtCtxw    (3-4) 

Uwaga: W stałych C1 i C2 są zawarte parametry Um i ω0, co nie wpływa na wynik, a upraszcza dalsze przekształcenia. 
W kolejnym kroku potrzebne będą dwie pochodne xw(t):  

)sin()cos()( 002001 tCtCtxw    

)cos()sin()( 0
2
020

2
01 tCtCtxw    

 

 (3) Podstawiając wymuszenie i rozwiązanie xw(t) do równania różniczkowego () otrzymujemy: 

   
  )sin()cos()sin(

)sin()cos()cos()sin(

0002010

00200110
2
020

2
012

tUbtCtCa

tCtCatCtCa

m 





, (3-5) 

a po wymnożeniu i uporządkowaniu:  
)sin()cos()sin()sin()cos()cos()sin( 00020010002100110

2
0220

2
012 tUbtCatCatCatCatCatCa m    
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)sin()cos()cos()cos()sin()sin()sin( 0002000110
2
02201000210

2
012 tUbtCatCatCatCatCatCa m    

(4) Porównanie współczynników przy takich samych funkcjach prowadzi do układu dwóch równań: 











020011
2
022

010021
2
012

CaCaCa

UbCaCaCa m




  → 

 
 









02
2
020101

02011
2
020

CaaCa

UbCaCaa m




 (3-6) 

 (5) Rozwiązanie układu równań pozwala wyznaczyć stałe C1, C2 rozwiązania (3-4): 
 

    2
0

2
1

22
020

010
2

2
0

2
1

22
020

2
0200

1 ,








aaa

Uab
C

aaa

Uaab
C mm









    (3-7) 

Rozwiązanie (3-4) można też przedstawić równoważnej postaci (zał. ):  
)sin()cos()sin()( 00201   tXtCtCtx mw  (3-8) 

gdzie:  2
2

2
1 CCX m  , )/tg(arc 12 CC . 

Parametry Xm i φ rozwiązania (3-8) można wyznaczyć na podstawie parametrów C1 i C2 (3-7) 

  
  

 
     2

0
2
1

22
020

0
2

2
0

2
1

22
020

2
010

2
2
0

2
1

22
020

22
02002

2
2
1









aaa

Ub

aaa

ab

aaa

aab
UCCX m

mm












  

    
































2
020

01
2
0200

010

1

2 arctgarctg
C

arctg








aa

a

aab

abC
 

(3-9) 

Rozwiązanie (3-8)  można uzyskać również w ten sposób, że od razu w kroku (2) zostanie przyjęta równoważna postać  
rozwiązania wymuszonego postaci )sin()( 0   tXtx mw

, a wówczas kolejne kroki są następujące. 

(2)  Konstrukcja postaci rozwiązania wymuszonego xw(t) i  jego pochodne:  
)sin()( 0   tXtx mw

,  )cos()( 00   tXtx mw ,   )sin()( 0
2
0   tXtx mw   

(3) Podstawiając wymuszenie i rozwiązanie xw(t) do równania różniczkowego () otrzymujemy:  
)sin()sin()cos()sin( 000

2
0000102 tUbtXatXatXa mmmm   ,   

a po uporządkowaniu:  
  )sin()cos()sin( 000010

2
002 tUbtXataaX mmm     

Zastosujemy przekształcenie funkcji trygonometryczne dotyczących sumy kątów (zał.): 
     )sin(sin)sin(cos)cos(sin)cos(cos)sin( 00000100

2
002 tUbttXattaaX mmm    

    )sin(sin)sin(cos)cos(sin)cos(cos)sin( 000010010
2
0020

2
002 tUbtXatXataaXtaaX mmmmm    

(4) Porównanie współczynników przy takich samych funkcjach z argumentem ω0t prowadzi do układu równań:  

   
 









0cossin

sincos
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 (5) Z drugiego równania układu można od razu wyznaczyć kąt φ:  
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Można też wyznaczyć następujące zależności: 
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i podstawić je do pierwszego równania: 
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Ostatecznie wyznaczono parametry Xm i φ identyczne jak (3-9). 
 

Odpowiedź częstotliwościowa 
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III. Rozwiązanie ogólne 
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IV. Rozwiązanie szczególne (wyznaczyć A dla wybranych warunków początkowych) 
 


