Funkcja dyskretna

Uklady impulsowe — uktady z kwantowanie sygnaty w czasie (warto$ci w dyskretnych chwilach)

A

Uklady cyfrowe — kwantowanie wartosci (w poziomie) A
Cyfrowe uklady impulsowe —kwatowanie w czasie 1 kwatowanie warto$ci Ja(0) .
*—&
L 2
A1) — T
—@
T 2T 3T 4T 6T 87
t
>
Funkcja dyskretna (impulsowa) f,(7)
— funkcja nieciggta
Jd\l) —. — 0 wartosciach rozpatrywanych w momentach ¢ = n-
fa(8)=f(nT) Sciach rozpatrywanych h T

SSCCTTTTLLL gdzie: n — liczba catkowita

T — okres probkowania (kwatowania), czas impulsowania

]

t .
> f(nT) dlakazdegot=nT
T 3T 1) =
" Jat®) {O dlakazdegot#n T
) =
Jatt) f(n‘)‘ gusanmsnEs Przeskalowanie osi czasu ¢, =¢/T
. -
* F(n) dlakazdego 1, = /T =n
e rT 41 Ja(t)= 0 .
| > dla kazdego t, # n
T3 n
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Roéznice funkcji dyskretnej

T e

Af(n)= f(n+1)— f(n)
Nfm)y=A (n+D)=A () =(f(n+2)~ f+ D)= (f(n+ D)= f(n))=
= f(n+2)=2f(n+1)+ f(n)

Nfn)y=Kf(n+1)=Nf(n)=(f(n+3)=2f(n+2)+ f(n+1))=(f(n+2)=2f(n+1)+ f(n))=
=f(n+3)-3f(n+2)+2f(n+1)— f(n)

Af(n)=—F(n)+ f(n+1) Ogolnie k;ta roznica dyskretnej funkcji f(n):
N f(n)= f(n)=2f(n+1)+ f(n+2) A fn)=rf(n+])

i=0
Nf(m)=—fm)+2f(n+1)=3f(n+2)+ f(n+3) adzie: = (=) . fi.),l.,

eraad "
iy

2 1 =i

I ) A
! I | =4

] -1 5

B 1| =4

i) =1 T

B 1| —8

k2 | =L | alS
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Rownania roznicowe

Rownanie roznicowe — zalezno$¢ dyskretnej funkcji wyjsciowej x( n ) od dyskretnej funkcji wejsciowej u( n ):

P q
> a, - Nx(n)=> b, -Au(n) , gdzie A x(n) i A u(n) to k-ta roznica funkcji x(n) i u(n)

k=0 k=0
4 k!
k _ . —(_T\ki
A f(n)—;nf(nﬂ) gdzie: 7 =D oo
r= (1"
r, =1
Roéwnanie roznicowe (posta¢ rownowazna po podstawieniu A% x(n) i A u(n))
L e . —k—i l)' _
ch-x(n+k)=2dk-u(n+k) , gdzie: Ck_Z( nr k'(p k—i)! A, 5Cp =4,
d, = i Q=D gy
k Z( ) k'(q k—l)' q-1 q q

Funkcja wymuszajaca: u(n), dla kazdego n

Warunki poczatkowe: x(n), dla kazdego n z zakresu —p <n <0 (czyli p poprzednich wartosci x)

Rozwigzanie: x(n), dla kazdego n >0

x(m)= x,(n) o x,(m)
rozwigzanie swobodne rozwigzanie wymuszone
(sktadowa przejsciowa) (sk’fadowa ustalona)

x,(n)=— ch x(n+k—p) x,(n)=— Zd ‘u(n+k—p)

pkO pkO
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Przyklad 1: Rozwigza¢ rownanie réznicowe
2Ax(n)+ x(n) =10u(n)

— wymuszenie: u(n) =1(n)

— zerowy warunek poczatkowy, tzn. x(—1) =0

p q
Zak A x(n) = Zbk - Au(n)
k=0 k=0

O,I’l<0 pzl,qzo

ILn>0

1(n)

|

a) Konwersja: Ax(n)=x(n+1)—x(n)

2(x(n+1) = x(n))+ x(n) =10-1(n)

2x(n+1)—x(n)=10-1(n)

co=-1,¢,=2,d,=10,

b) Rozwigzanie:
0 1-1
x(n) =1[2dk A(n+k-1)=> ¢ -x(n+k—1)J
€1 \ k=0 k=0

x(n):i(do-1(n+0—1)—c0-x(n+0—1))

G
x(n) =%(10-1(n—1)+x(n—1))

x(n)=35 -1(n—1)+%x(n—1)

Zq:dk-u(n+k—p)—

k=0

x(n)= L

al

p

chk - x(n +k—p)j
k=0

1

- 0 7 3 ] 5 |6 |7
1(7) i i i i 1 11 [
D) |9 75 875 3,38 96
x(r1) 50+05-0=0 |5-14050=5 |5-1+40.5-5=7.5(51+0575=8.75 |5-1+05-8.75=9,38 |9.69 a2
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Przyklad 2: Rozwiazac¢ rOwnanie roznicowe 2
Z 5 ¢ Zak A x(n) = Zbk - Au(n)
A'x(n)+ A" x(n) =2u(n) =0 =0
p=4,9=0

— wymuszenie: u(n) =1(n)
— zerowe warunki poczatkowe, tzn. x(—4) = x(-3) = x(-2) =x(-1)=0 =1,a,=0, a,=1, a,=0,a,=0,b,=2

ch x(n+k)= Zd u(n+k)
k=0

a) Konwersja: o
D e x(n+k)y=>Y d, -u(n+k) By
k=0 k=0 Z pk—i (p—i)! a4 . .c.=a
cox(n)+cx(n+1)+cyx(n+2)+c;x(n+3)+cyx(n+4)=d, -1(n) i=0 K(p—k-it 77 7
N q—k—i (q_l)' . . d =b
Z< )4010v(4 0—i) '_Z( )41 z)l a““': =0( K K!\(q—k—1)! o !
—(—1)4 0a40—&-(—1)416141+(—l)4 2a42—&-(—1)434143—i—(—1)4_4 4=a4—ay+a,—a +a,=1-0+1- 0+Oi
4-1-i . 31(4 —
Z( 1) 1,(4 1 ;( 1) Ay =
4-0 4-1 4-2 4-3 4 3 2 1
=) oy )3123 e+ )“Es s DS = () a (D a (D S - (a
=-4a,+3a;-2a, +a,=-4+0-2=-6
4-2—i . 2—i (4 —
CZ_Z( D 2'(4 2 _z( D 2(2 i =
4-0 (4 1 4-2 4 3 2
=(- )202((2 0)), 40t (= )2 2((2 1))' 4 T (= )22—2((2 2))‘ 42 =(= )22((2))' s+ (= )12((1))' s+ (= )02((0))' 2 =6a,-3a;+a, =6-0+1=7_
4-3—i . — 1-i =
z( Y 3!(4 3 ' z( K 6(1 1)‘ s
_ o (4-0)! _ 11(4 1) (4) N C) L _
=(-1) 6(1_0)!‘1470 (=D 6(1-1)! a,, =)' Fa, + 6(0)!a3 4ay + a; _4
Gzl de=byz2 2x(n) — 6x(n + 1)+ Tx(n+2) — dx(n+3) + x(n +4) = 2-1(n)

Amborskil419-420] x(n+4)—4x(n+3)+7x(n+2)—6x(n+1)+2x(n)=2-1(n)



Przyklad 2c¢d: Rozwigza¢ rOwnanie réznicowe
A*x(n) + A x(n) = 2u(n)

p
x(n+4) —dx(n+3)+ Tx(n+2) — 6x(n +1) + 2x(n) = 2-1(n) chk x(n+k)= kzd u(n+k)
=0 0
p=4,9=0
c,=1,c,=-4, ¢,=7, ¢c;=-6,c,=2,d,=2
b) Rozwigzanie:
x(n)= d,-u(n+k—p)—) ¢, - x(n+k—p)
x(n)——(Zd A(n+k—4)— ch x(n+k— 4)J p(,; Z ¢
4 k=0

x(n)zi(do-l(n+0—4)—cox(n+O—4)—clx(n+1—4)—c2x(n+2—4)—c3x(n+3—4))

x(n)——(d An—4)—cyx(n—4)—c;x(n—=3)—c,x(n—2) —c;x(n— 1))

Cy

x(n) = %(2 1(n—4)=2x(n—4) + 6x(n—3) = Tx(n—2) + 4x(n - 1))

x(n)=2-1(n-4)-2x(n—-4)+6x(n—3)—7x(n—-2)+4x(n—-1)

[Amborski/419-420] 6



Przyklad 3: Rozwigza¢ rownanie roznicowe

N x(n) — A*x(n) + 287 x(n) + x(n) = Au(n) +u(n) ;ak -Nx(n) = kz_;bk - Nu(n)
— wymuszenie: u(n) =1(n) p=59g=35

— zerowe warunki poczatkowe, tzn. x(=5) = x(—4) = x(-3) =x(-2) =x(-1)=0

a) Konwersja: p q
ch ~x(n+k):2dk u(n+k)
x(n+5)—6x(n+4)+14x(n+3)—14x(n+2)+5x(n+1)+ x(n) =u(n+1) 5=0

p—k—i )'
v p’ck_z( D k'(p k—1)! Ay

d :b,d = —1 qikii(q—)..b .
o ZO( S gk

b) Rozwigzanie:
x(n)=— [Zd ‘u(n+k—p)-— ch x(n+k— p))

k=0

x(n)=1n—-4)—x(n—-5)-5x(n—4)+14x(n—-3)—-14x(n —2)+ 6x(n—1)

- 0 [1 [2 [3 [4 |5 |6 [7 |8 [9 |10
3 |0 |0 |0 |0 |0 |0 [0 [0 [0 [1 |7
xn4) |0 |0 |0 |0 |0 |0 |0 [0 |1 |7

m3) |0 |0 |0 |0 |0 |0 [0 |1 |7 01
z2 [0 [0 [0 [0 [0 [0 |1 |7 91 | 234
xn-) |0 |0 |0 |0 [0 |1 |7 o1 | 234

(1) 0 [0 |0 (8 |08 |7 o1 | 234
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Rownanie rozniczkowe — rownanie roznicowe

p

d* g d*
a, —x(t)= Y b, - —ul(t
2 g x0= 2 by

k=0

p
Za—’;-Akx(nT): b Au(nT)

q
o
k=0 T k=0 r

dxgo) ~lim X(tz_;(t()) Af (n) = f(n+1)— f(n) ~T &7
t—t, )
dx(ty) . x(t,+h)—x(t))
—=lm——
dt h—0 h
p q
Do x(n+k)=Y d-u(n+k)
k=0 k=0
0,,<0 0.7<0
u(t) l(t)z L0 u(n) ](n): Ln>0

1 1
x(0)=x{",..., xV(0) = x{"

x(-p)=x s s x(-)=x,

x(f)

Rozwigzanie rownania rozniczkowego

[Amborski/413-417]

x(n)

Rozwigzanie rownania roznicowego
Przyblizone rozwigzanie rOwnania rézniczkowego



Transmitancja — rownanie réoznicowe

Przyklad 4: Wyznaczy¢ odpowiedz skokowa uktadu

10
G(S)_Tls+1 x(n)—c [Zd ‘u(n+k—p)-— ch x(n+k— p)J
— wymuszenie: u(f) =1(¢) P \k=0
— zerowe warunki poczatkowe
a) Rownanie rézniczkowe
10 Ti 10
X(s)=G(s)U(s) X()=77U0) TisX(s)+ X (s)=10U(s) 1X(0) + x(2) = 10u(?)
K
b) Rownanie roznicowe (kwantowanie czasu d¢ = nT)
P q b
%Ax(nT)+x(nT) =10u(nT) Z%-Akx(nT) =Z—§-Aku(nT)
¢) Zmiana skali czasu . k=0 k=0
1 _ - b
—8x(n) + () = 10u(n) e px(m =Y 2 Nu(n
=0 =0
d) Posta¢ rownowazna (podstawienie Ax(n) = x(n+1) — x(n) )

%(x(n +1) = x(n)) + x(n) = 10u(n)

T, T,
=1,9g=0, ¢, =—,c :(1——1jd =10
p > q 1 T 0 T 0 &

x(n)——(Zd u(n+k—-1)— ch x(n+k - 1)):—61 u(n—1) =2 x(n—1)

€1 k=0 G ¢

%x(n +1)+ (1 —%}x(n) =10u(n) gck x(n+k)= quodk ‘u(n+k)
¢) Rozwigzanie
x(n)——[Zd ‘u(n+k—p)- ch x(n+k— p)j

x(n)le%-l(n—l r-nr x(n— 1)—10TT1(11 1)—

1 1 1

Lx(n—1) (T - czas probkowania)
[Amborski/422] 9



Transmitancja — rownanie réznicowe

Przyklad 4 cd: Wyznaczy¢ odpowiedz skokowgq uktadu

1
G(s) =~
Iis+1
¢) Rozwigzanie
x(n)le—T-l(n—l)—T_Tl x(n—1)
T, I
i A1) , .
1 e = Czas probkowania:
LR s i 1°7,=T, /2,
P | 2° T, =T, /5
L — I_I_Irl'.. =
4F | iy,
- %% x %= (1]
IF aie e e t/Ty) :
) : 7 g T Skalowanie osi:
o= 7 7 i R 1°n,=2t/T,
e T
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