Proste modele ekologiczne

Najstarsze modele matematyczne w biologii:
» Ciag Fibonacciego (1225 r.) — model wzrostu liczebnosci krélikow
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.. metody empiryczne ....

* Model Malthusa (1798 r.)

* Model logistyczny

* Model Lotki-Voltery

* Eksperyment Calhouna (1968 r.)
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Malthus zauwazyt, ze:

1) zasoby zywno$ciowe rosng w postepie arytmetycznym: a, =a,tp,

2) liczba ludnosci wzrasta w postepie geometrycznym: b, ., =b, g,

Ogolnie:
1) a,=a,+ np,
gdzie: a, — poczatkowe zasoby, p — roczny przyrost zasobow (p>0)
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2) b n_ b 09 >
dzie: b, >0 — poczatkowa liczba ludnosci, g — roczny przyrost ludnosci
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Whniosek Malthusa — wzrost liczby ludnosci jest zbyt szybki (zabraknie zywnosci)

p=const

g=const, g#0, b,#0
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Model Malthusa

Precyzyjne sformutowanie modelu Malthusa

Zatozenia:

» w srodowisku wystepuje jeden gatunek,

» osobniki sg jednakowe (jednorodna populacja),

« osobniki nie umierajg (obserwujemy tylko proces rozmnazania),

 kazdy osobnik dzieli sie co 1 jednostek czasu (1 jest state — nie zalezy od osobnika i czasu),

* kazdorazowo z jednego rodzica rodzi sie n, nowych osobnikow w petni uksztattowanych,)
* nieograniczone zasoby srodowiska

* np. laboratoryjna hodowla bakterii, drozdzy (do pewnego stopnia rozwoju)

Znamy N(t) — liczba osobnikéw w chwili ¢ (liczba rodzicow)
Chcemy przewidzie¢ N(t+A4) — liczba osobnikow w nastepnej chwili.

N(l‘-l—Al‘):N(t)—l—ngN(t) (1.3)
T

. At : . . .
gdzie: ~ - ile razy nastgpito rozmnazanie w czasie A,
"~ - liczba potomkéw z jednego osobnika w czasie A¢, oo ile potomkéw z jednego
: e e s : ., rodzica w czasie 1
Czas At jest na tyle krotki, ze nie wzrasta liczba rodzicow N(¢)
At . ,
N({ + At) = 1+n— N({) = aN({) (ciag geometryczny) (1.4)

T

gdzie: o — wspotczynnik rozrodczosci (reproduktywnos¢ populacii), a > 1



At 1
Model dyskretny:  N(2+Af) = N(£) + n =2 N(7) D N@+A)=aN() o
,Z. mny zapis
(2) (przejScie na a=1+n ﬂ
m.ciagly) T
1o . _ t
N+ Af) = N(1) = ngN(t) Ogdlnie:| N(f)=N,x
T
1 t b,=byq"
N(+AN=-N@) _n " s (ciag geometryczny b, = by g")
At T
Model ciggty: N(t) = rN(?) Rownanie wzrostu wykladniczego
(gdy 4t — 0) (réwnanie Malthusa) M(r)

N(t) — zageszezenie populacii (lub catkowita masa populacji)

1lo$¢ potomkdéw z rodzica

r= ; — wspotczynnik rozrodczosci gatunku ( fednostka czasu )
Roz“fiqzanie (rjednorodne): Rozwigzanie rOwnania Malthusa: v
N(@#)-rN(@)=0
rt

A-r=0 > A=r N(l‘)=N0e , >0

N(t) = Ae"” .

N(0)=N,

N, =A4e” — A=N, | Model dyskretny: N(¢) = N,a' a>1 )

) T a=e
Model ciagly:  N(f)= Nye" = N, | >0
N(t)= N,e" 4




Proces urodzin i Smierci

Zatozenia:

» w srodowisku wystepuje jeden gatunek,

* osobniki sg jednakowe (jednorodna populacja),

* kazdy osobnik dzieli sie co 1, jednostek czasu (7, jest state — nie zalezy od osobnika i czasu),
* kazdorazowo z jednego rodzica rodzi si¢ n, nowych osobnikow w petni uksztattowanych,)

« osobniki umierajg co 1, jednostek czasu (7 jest state — nie zalezy od osobnika i czasu),

» kazdorazowo umiera czesc¢ ng ogolnej liczby osobnikow

* nieograniczone zasoby srodowiska

N(t+At)=N(t)+nr§N(t)—nsgN(t) :(1+nr£—ns ﬂjN(t) (17)
T T T

r N r N

N(t+At) = aN(t) N(t)=(r.—r)N(?) M(rs) (19

(przejscie na

(Model dyskretny) m.ciggly) .
N(t)=r,N (@)
r,, =r,-r,— wspotczynnik rozrodczosci netto

. . nr _ r . r .
Rozwiazanie: =t wspotczynnik rozrodczosci
— (r}" _rs )t n _ r . r . r .

N (t) =N Nz r :T_s wspotczynnik smiertelnosci

N

Jesli:

1) r, —r, >0 (rozrodczos¢ przewyzsza smiertelnos¢) — wyktadniczy wzrost populacji
2) r,—r, =0 (rozrodczos¢ rownowazy Smiertelnos$¢) — populacja stata

3) r,—r, <0 (Smiertelnos¢ przewyzsza rozrodczos¢) — populacja wymiera



Proces urodzin i Smierci oraz struktura wieku

M(rsw)



Proces urodzin i Smierci z migracjami (inaczej z odtawianiem/zarybianiem)

Zatozenia:

» w srodowisku wystepuje jeden gatunek,

* osobniki sg jednakowe (jednorodna populacja),

* kazdy osobnik dzieli sie co 1, jednostek czasu (7, jest state — nie zalezy od osobnika i czasu),
* kazdorazowo z jednego rodzica rodzi sie n, nowych osobnikow w petni uksztattowanych,

« osobniki umierajg co 1, jednostek czasu (7 jest state — nie zalezy od osobnika i czasu),

* kazdorazowo umiera czesc¢ ng ogolnej liczby osobnikow,

 osobniki mogg zmienia¢ srodowisko (emigrowac lub imigrowac),

* emigracja/imigracja jest stata — w kazdej jednostce czasu ubywa/przybywa a osobnikow,

* nieograniczone zasoby srodowiska

M(rsm) (1.11)

N@t)=rN{®)+a

n n
r — wspoOlczynnik rozrodczosci netto, reR (r =0 o= ——)

T T

Rozwigzanie (r.jednorodne): r s

N(@#)-rN(t)=0 a — wspotczynnik migracji netto, aeR
N(t) = Ae" Rozwigzanie: o o
Rozwiazanie (r.wymuszone): dlar#0 N (t) = N.+= " ==
O0=rN({#t)+« "y r
Nt =—alr

Rozwigzanie ogolne:

N()=Ae" —alr

N@O)=N, —>A=N,+<
r

dlar=0 N(@#)=N,+at

(04

N(t) = [NO + %je - .




Model Malthusa z migracjami

Proces urodzin i $mierci z migracjami: N (¢) = rN(¢t) + «

Rozwigzanie dla r £ 0: Rozwigzanie dla =0 (tylko migracja):

a), o
N({)=| N, +— |¢" —— N(t)=N, + ot
r r
r > 0 (Srodowisko sprzyja) r <0 (Srodowisko nie sprzyja)
N(t)ﬂ
A A o>0
N(?) N({)
1, Zb \OPO
2a Ny
Ny N, <0
N a<0 >

»
|

1) r >0, a >0 — srodowisko sprzyja gatunkowi — przewazaja narodziny (r >0) 1 przewaza naptyw (o >0)
) - populacja ro$nie do nieskonczonosci

2) r >0, a <0 — srodowisko sprzyja, ale osobniki odptywaja (np.zbyt duzo ich w srodowisku) — wynik zalezy od N,

B lal) ,, |af a) Ny=|la|/r - N(@)state
N()=| N, T e+ . b) N,>|a|/r - N(%) populacja ro$nie do nieskonczonosci
(dodanie/ujemne) c) Ny<la|/r - N(t) populacja wymiera w skofnczonym czasie

np. rozpoczecie odtawiania gdy populacja za mata

3) r <0, a <0 — srodowisko nie sprzyja gatunkowi — populacja wymiera (x_maleje, x <0)
rt

4) r <0, a >0 — srodowisko nie sprzyja, ale osobniki naptywaja (np. gdzie indziej gorzej) — populacja ustala si¢ (xn,>(§



Proces urodzin i $mierci z migracjami: N@)=rN(t)+a

Proces urodzin i Smierci z migracjami i ograniczenie zasob6éw (konkurencja o zasoby): N (t)=rN(t)—Vv(N)

(rownanie Verhulsta)
r — wspolczynnik rozrodczosci netto; zaktadamy >0

v(N) — funkcja konkurencji wewnatrz gatunku (o zasoby srodowiska)
- zalezy od liczebnos$ci populacji - od liczby spotkan osobnikéw (najprostsza wersja):

W(N)=aN’

N? — analogicznie jak ilo$¢ zderzen czasteczek gazu
a — wspotczynnik konkurencji:

r
a= E , gdzie K — pojemnos¢ srodowiska
Po podstawieniu v(N): N
‘ r
N({t)=rN({t)+—N’(¢)
K N=K

—

Rownanie logistyczne

N(t) = rN(t)( —%’f)j

v

(1.13)

Rozwigzanie zalezy
od wartosci poczatkowe;j



Dwuwymiarowe modele ekologiczne

Proces urodzin i $mierci z migracjami: N(t)=rN({)+a
Model logistyczny (konkurencja o zasoby): N(t) _ rN(t)( . N[g)j
Uktad gatunkédw konkurujgcych o zasoby
(. N, (?) N,(¢) r,r, —wspdtczynniki rozrodczosci netto gatunkow
N, (1) =nN, (t)(l - K —dp K K,, K, — pojemno$¢ $rodowiska dla gatunkow
! 2 a,, a,;- ubytek ,.energii” w wyniku spotkania z osobnikiem
) N, (1) N, (1) drugiego gatunku, zaleznie od strategii
N 2 (t ) =7 N 2 (t )(1 - [2< —dy [1< atak czy ucieczka (strategia jastrzgbia i gotebia)
L 2 1

Modele drapieznik-ofiara (ang. Lotka—Volterra equations, predator-prey equations),

V N=r V(i)—aV(DP(t r,,,— wspOlczynnik rozrodczosci ofiar,
( ) v ( ) ( ) ( ) a — wspotczynnik skutecznos$ci polowan
P(t) = bha V(t) P(t) —r P(t) jaka cze$¢ spotkan (iloczyn V1 P) konczy si¢ sukcesem,
sP b — przelicznik upolowanych ofiar (a¥P) na rozrodczos¢ drapieznikdw

rp — WspOtczynnik Smiertelnosci drapieznikow.
V' (ang. victim) ofiary
P (ang. predator) drapiezniki
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Modele ekologiczne - weryfikacja

Eksperyment Calhouna zwany mysig utopia (Johm B. Calhoun - amerykanski etnolog)
— doswiadczenie prowadzone przez 1588 dni (od lipca 1968)

Zatozenia:

* populacja poczatkowa 8 osobnikdéw

* nieograniczony dostep do pokarmu, brak drapieznikéw, opieka medyczna
* jedyne ograniczenie — powierzchnia na 3840 osobnikow

* nie ma migracji

UNIVERSE 25
| Last Born, | Mar, 1970 ]
2000 ﬁr__‘ < maksymalna liczebno$é
™
EEL DAC 736,N=2086°~~~ _ _
. DAC 560, N=2200 S
DAC 315, N=620 L
ee} . T76 Days 4-;\\
\
. N=I50 Optimum No of Adutts ' MonI9723
100 '\\
| N\
i
t Phase Phase | Phase
: B C ! D
ID L_._._.L_____L___ 1 1 1 1 1 1 1 1 4 1 1 1 1
] 500 1000 1500

DAYS AFTER COLONIZATION (DAC) WITH 4 PAIR OF MICE

Wynik koncowy: Populacja wygineta, choé¢ nie wypelnita catlej dostepnej przestrzeni. 11



Model Si

) r, r,— wspot.rozrodczosci 1 Smoertelnosci
S(t) =7, (S(t) + [(t)) — aS(t)](t) + b](t) — rsS(t) a — wspotczynnik zakazania

. jaka czes¢ kontaktow (S * 1) konczy si¢ infekcja,
I(t) =aS(@)I(t) - bI(t)—r (1) b — wspdtezynnik wyzdrowien.

S (ang. susceptible) zdrowi poddatni na infekcje
I (ang. infected) zainfekowani

Model SIR

(S(1) = r.(S@) + 1(t) + R(t))— aS@)I(t) - r.5(¢)
I(t) = aS()I(t) - bI(t)—r (1)

(R(t) = bI(t) —r,R(t)

N

R (ang. resistant) odporni

https://www.maa.org/press/periodicals/loci/joma/the-sir-model-for-spread-of-disease-introduction




