Rownania stanu

x = AX + Bu Roéwnania stanu {X = Ax+Bu
=Cx
y =Cx+Du Rownania wyjsciowe Y
obiekt

> u4>| X = AX + Bu
- n
+

l'<

R, ‘
+ 4 e u—»BJ?i»I

A 4

0=Ax+ Bu Réwnania statyczne
x=-A"'Bu Punkt rownowagi
‘ A— j,[‘ =0 Réwnanie charakterystyczne
A — wartosci wtasne macierzy A — stabilnos¢
det (A -A)=0

det (sI-A)=0



Rownania stanu — sprzezenie od wektora stanu

obiekt
u4>| x=Ax+Bu B C Y, —Uyl % = Ax+BuPy| C |2,
u = -Kx
Obiekt: Sterowanie: _Xl |
X = Ax + Bu u=-Kx=[K, .. K ]..
y =Cx X

Uktad zamknigty: x=Ax—BKXx
x=(A-BK)x
det(sI — (A -BK))=0

obiekt

u—DQ—D- x=Ax +Bu & C —

Uktad zamkniety: % = Ax+B(u—Kx)

K — macierz sprze¢zen, macierz korekcji, zasada sterowania X= (A -B K)X +Bu
(A - BK) — skorygowana macierz stanu det(SI - (A - BK)) =0




Przyktad 1 {x = Ax + Bu

X = X + u .
6 —1 -2 obiekt
u . _

Stabilno$é A’I X=Ax+Bu
det (A-AI)=0 det (sI-A)=0

2-41 3 0 s—2 -3|

6 —1-4 6 s+l
2-A)(-1-2)-18=0 (s=2)(s+1)-18=0

P —-A2-1)-2-18=0 s?+(1-2)s—-2-18=0

A =21-20=0

A =—414=5

v




Przyktad 1 (c.d.)

obiekt i
< kL S EEm
T K i
K:[Kl Kz] E____________________________:
det((A -BK)-A1)=0 x=(A-BK)x+Bu
y =Cx

detﬂz _31}{_12}[[{1 Kz]{?; (J)LD:det[szz[l{;l —13—+2[i21<j{§ ED

2+K, -1 3+K,

=2+K,-A)(3+K,-1)-B+K;)(6-2K,)=0
62k —3+K, g~ CHK DK =)= (4 K)(6-2K)

P —Q+K, -3+K)A+Q2+K)(-3+K,)-(3+K,)6-2K,)=0
A —(K,+K,-DA+2K,K, +3K,—4K, -24=0

Zadanie: Dobra¢ K tak aby uzsykac¢ okreslone bieguny

Sterowanie modalne — lokowanie biegunow 2K\K; +3K, -4k, —24=2
= 2,0,=-1 >(A-A)(A-4)=0 K =-1-K,
(A+2)A+D) =2 +31+2=0 2K? +11K,+32=0 —A=-135
4

{—KI—K2+1:3



Przyktad 2 {x = Ax + Bu

-2 3 0 y =Cx
X = X + u
2 -1 1 obickt

u :o_
Stabilnosé '| X=Ax+Bu

det (A-A)=0 det (sI-A)=0

27 3 s+2 =3

> —1-4 " —2 s+l

(-2-A)(-1-1)—-6=0 (s+2)(s+1)-6=0

A =AU3)+2-6=0 s*+35+2-6=0
A +31-4=0

A =—42, =1

v




Przyktad 2 (c.d.)

i obickt ;
X{—z 3}({0}“ u—bb—b-X:Ax+Bu L SN oy DA
2 -1 |1 T ’
K=[K1 Kz] i ______________ Ii _“““““_i
det((A —BK)-A1)=0 {X = (CA ~BK)x+Bu
y = Cx
-2 37 [o A0 -2 3 A0
N R AL X
2 =1 |1 0 4 2+K, -1+K, 0 A

=(2-A)(-1+K,-1)-32+K,)=0
P —(2-1+K,)A-6-3K, =0
P +(B-K,)A-6-3K,=0

-2-1 3
2+K, —-1+K,-4

Zadanie: Dobrac¢ K tak aby uzsyka¢ okreslone bieguny {3 -K,=3
—3K,-6=2

Sterowanie modalne — lokowanie biegunow
h=20=-1 (A= A)(A-2)=0 / l
K, =-8/3,K,=0

A+2)A+D) =4 +31+2=0



Przyktad 3 {x = Ax + Bu

x| [0 2 0fx] [O y =Cx
X (=15 0 3 |x,|+|0 |u obickt
' -2 10
. 00 _:x3: uADI X =Ax + Bu P — C Y >
X
y=[1 0 0]x,
RN
Stabilnos¢
det (A-AI)=0 det (sI-A)=0
—1 2 0 s =2 0
5 -4 3 =0 -5 s =3|=0
0 0O -2-1 0 0 2+s
2(=2-1)=10(=2-2)=0 s2(2+5)—102+5)=0 Matlab:
, A=.,B=..,C=..
22+21)-102+1)=0 eig(A)
2+ (A -10)=0 Matlab (+Control):
Ay =2 A=.,B=..,C=..
Ay =+10 >0 model = ss(A,B,C,0);

PR Ji0 pole(model);



Przyktad 3 (c.d.) fmmmmmmmmmmmmmmmmmemm e nn
5] [0 2 ofx] o0

X (=15 0 3 |x,|+|0 |u u—»@—»)’(zAx+Bu : CH—
Sl 10 0 =2 x| [10 T ’
| K :

K:[Kl K, K3]

A-BK x=(A-BK)x+Bu
02 0] /o 0 2 0 y =Cx
50 3|-|0|K, K, K;]=| 5 0 3
~21] |10 ~10K, -10K, -2-10K, Matlab:
A=..;B=..;,C=..
det(gA _BK;_ Al)=0 0 tabP = ... %lokacja biegundéw
- K = place(A,B,tabP);
5 -4 3 =0 model2 = ss(A-B*K,B,C,0);
-10K, -10K, -2-10K;-41 pole(model2); %spr.
A (-2-10K; — 1) - 60K, —10(-2 —10K; — 1) —30K,A =0
— 2+ 22(-2—10K3) + (10 30K ,) A + 20 + 100K, — 60K, = 0 (~1) 2+10K; =4

> /_10+30K,=9

Zadanie: Dobra¢ K tak aby uzsykac¢ okreslone bieguny
~20-100K, + 60K, =10

Sterowanie modalne — lokowanie biegunow
Ay=-2,A,=-1-2i, A; = -142i S (A=2)A=-,)(A-4)=0
(A+2)(A+1+20)(A+1-20) = (A+2)((A+1)2 = (20)*)= £ +422 +94+10=0
K, =5/6;K,=19/30;K,=02 8



Sterowalno$¢ - definicja X = Ax + Bu

D1: System (uklad) nazywamy sterowalnym, jesli istnieje takie ¢,

ze dla kazdej pary standow (x,, X) istnieje sterowanie u(?) takie, ze jezeli
x(0) = x,

to

x(1)=x".

D2: System (uklad) jest sterowalny, jesli mozliwe jest przeprowadzenie uktadu
w skonczonym czasie z danego stanu w stan zerowy
przez odpowiedni wybor sterowania.

Stan ukladu jest sterowalny w chwili #,, jesli istnieje przedzialami ciggta funkcja
sterowania taka, ze dla pewnej skonczonej chwili ¢* > ¢, stan uktadu bedzie zerowy.

System jest sterowalny w chwili 7, jesli kazdy stan uktadu jest sterowany w chwili ¢,.

System jest calkowicie sterowalny, jesli jest sterowany dla dowolnej chwili #,.



Sterowalnosé - twierdzenie X = Ax + Bu

System jest sterowalny wtedy 1 tylko wtedy, gdy macierz sterowalnosci

P=|B,AB,..,A""'B]
jest nieosobliwa (detP #0).

Przyktady

1) X:{z 3}(4{ : }u
6 —1 -2

. . 1 2:-1+3-(-2) 1 -4
Macierz sterowalnosci: P= [B, AB] = =

2-1 3

=0 >4 =-44=5
6 -1-2 & ’

-2 6:1+(-1)-(-2) -2 8
B AB
Osobliwos$¢ macierzy P: detP = _8 =8+8=0
, 3 -2 3 +0 -2-1 3
X = X u = = — =
) b 1 i s 14 0 >A4=-41=1
0 3 0 3
P:[B,AB]{1 J detP=| =3

1C



Przykiady

51 (02 ox] [0
3 i =5 0 3 |x|+|0u
%] 000 =2 x| |10
o
y:[l 0 O: X
| X3 ]
Sterowalnos¢

Macierz sterowalnosci: P = [B» AB, AzB]:

[0

0
10

0 0 60
0 30 —60
10 -20 40 |
B AB A’B
100 0 6|0 60
0 10 -6 0 |=|-60
0O 0 4|10 40
=-10*30*60

System jest sterowalny

Matlab:
A=..;B=..;
Al = A*B;

A2 = A*A*B;
P=[B, Al, A2];
det(P)

A=..;B=..;
P = ctrb(A,B);
det(P)

A=..;B=....C=..
model = ss(A,B,C,0);
P = ctrb(model);
det(P)

1



Przykiady Matlab:

£ ]02 0fx] [0 A=.;B=.;C=..
3cd) i l=|5 0 3 x|+ 0 tabP = ... %lokacja biegunow
X3 0 0 —-2|x| |10 %K = place(A,B,tabP);
EN K = acker(A,B,tabP);
)= [1 0 ol ¥, model2 = ss(A—B*K,B,C,O);.
' N pole(model2); %sprawdzenie
[ %3
det((A —BK)— AI)=
-1 2 0
5 - 3 =21 + A (2+10K;)+(-10+30K,)A - 20-100K, + 60K, =0
~10K, —-10K, -2-10K,—2
Lokowanie biegunow 2+10K, =4
a) ), =-2,2,=-1-2i, A, = -1+2i —<-10+30K, =9

—20-100K, + 60K, =10

A+2)A+1+20)A+1-2i) =2 +42>+91+10=0
K,=5/6;K,=19/30;K, =0.2

b) 11:‘2,/12:‘2,/13:‘2 2+10K3:6
(A+2)A+2)(A+2)=2 +61 +121+8=0 5 1-10+30K, =12
—20-100K, + 60K, =8
Uwaga Matlab:
K = acker(A,B,[-2, -2, -2]); %bieguny wielokrotne K, =17/15;K, =11/15;K; =0.4

K = place(A,B,[-2, -2.01, -2.02]); %bieguny wielokrotne



Potozenie pierwiastkow, stabilnos¢, charakter odpowiedzi
Ae™ + A,

A
xs ‘Im(/l) xs /
@ | O 7 t
Re(A) .. & >
. ""—C)—> Xs
® o A
_ [

Ae” cos(wt — )

Lokowanie biegunow

Control Tutorials: https://ctms.engin.umich.edu/CTMS/index.php?example=Introduction&section=ControlStateSpace#24

13



Sterowalnos¢ — twierdzenie (ogolniejsze) %

System jest sterowalny wtedy 1 tylko wtedy, gdy macierz sterowalnosci

P=|B,AB,..,A""'B]
ma rzad n, czyli taki jak rzad systemu.

Przyktady
X = —2 3 X+ 0 1ll e =0 >4 =-44,=1
2 —1| |1 0 2 -1-4
-2 3
=2-6%0
2 _1

Macierz sterowalnos$ci:

0 1 —-2-0+3-1 —-2-1+3-0] [0 1 3 =2
P=[B, AB|= _

1 0 2.0-1-1 2:-1-1-0 1 0 -1 2
Rzad macierzy P =2, bo np.: B AB
01 Matlab:
=0-1#0 A=..;B=..;
P = ctrb(A,B);

rank(P); rank(A);
14



Stabilizowalnos¢

System jest stabilizowalny, gdy niestabilne bieguny sg sterowalne

Przyktady
1) x= 50 X + 1u >4 =-1L4,=3
0 -1 0
Maci Inosci: P=[B, AB]= Lo detP = °|=0
acierz sterowalnosct: = | b, = 0 0 = 0 0 =

Rzad macierzy P = 1

det((A —BK)-A1)=0

3 0 1 A0 3+K, 0+K, A0
det + [K1 K2]— =det -
0O —1| |0 0 A4 0 —1 0 A4
3+K, -4 K,
0 -1-1
hy=-1
A =3+K <0>K,>3
Warunki stabilizowalnosci sg stabsze niz warunki sterowalnosci

=(B3+K, - A)(-1-1)=0




Rownania stanu — sprzezenie od wektora stanu

A. Dostepne wszystkie zmienne stanu

obiekt
—u'X=AX+BuT'C—y> u—»O—» x=Ax+Bu > >
-K |e—— T— K |e——
kompensacja
*C{ e O3]
' A
: |

B. Dostepna czes¢ zmiennych stanu

obiekt u -
) > X = Ax+ Bu " C
A“DI X = Ax+Bu & >|C B ;
i -K |4 *_[estymator ! i ‘E
_________ k&%ﬁbéhéé&jé"""""""""' —L><: ->—> estymator X L




