Transformata Laplace’a - definicje

Przeksztalcenie proste f(S) = %[f(t)] f(s)= T f(t)e ™ dt
0,

Warunek istnienia transformaty - funkcja f(7) jest catkowalna w kazdym przedziale [0,T]; T >0

Warunek wystarczajacy ale niekonieczny: bezwzglednie transformowanle sg funkcje typu wyktadniczego, np.:

cosft. sin Bt, e P cosBt, e “sin Bt,t"e ¥, t"e ¥ cos Bt
dla dowolnego £ n=0, a =0 (funkcje ograniczone dla f = 0).
1 E‘F?Em. F?TEH!‘ CDSﬁE‘. E.i"!‘e-ﬂf Siﬂﬁ!‘

dla dowolnego £ n=0, a 20 (funkcje calkowite typy wykladniczego).

Inne (tez catkowalne), np.:
t-12 (t—a) 13, In (t—a) dlaa >0,
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Przeksztalcenie odwrotne =" [f(s)] f(t)=— J. f (S)e_Sta't
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Transformata Laplace’a — wybrane funkcje
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Transformata Laplace’a — wlasnosci (1)

1° Liniowosc przeksztalcenia & 0
— g f)= [ f@oear
& i) +ar 0= [l A@+ay fo(®]edr = 0,

=a [ AleTdr+ay [ Al di=a fi(s)+ @ fi(5)

t
2° Transformata £ calki funkcji fr). tzn. transformata funkcji #(7) = [ Fl{ndr
0
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3° Transformata < pochodnej funkgji ff). tzn. transformata funkgji f (1)

r | T T J a5
[ £ @t =e‘“ﬁ’ﬂ|ﬁ +s[ fe™ dr == A7) - 10+) =5 | flr)e ™" dr
0 0 o

dla T—=oojest: &F [ f{r)} 5 S [f{!‘}] — F0+) = sf(s)— F(0H)
gdzie f{U+} = km f{). Wiasnosé mozna uogolnic na pochodna n-tego rzedu:
=0+

n—1 El AR
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k=0

Pomoc: Catkowanie przez czeéci:j S'(x)g(x)dx = f(x)g(x)— j S(x)g'(x)dx (np. https://www.matmana.pl/calkowanie-przez-czesci)



Transformata Laplace’a — wlasnosci (2)

4° Transformata < funkcji przesunietej w czasie fl#-f5)
< [fle—1p) 1f(t—1)]= [f(f—?{r)ﬂ?_”ﬂrf R [f{r)e_sﬂrfr
In —a0

=0 L [f()]=e"" £(5)
5° Transformata < funkcji ff) po zmianie skali
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6° E&%Milnmnu funkcji A1) 1 t" (pochodna transformaty <)

-:'?'”f{.s} E”

= [f(f}e 531,{ [f(f}”{ 1)Ffrii' "
ds I}

=(-D" I: " f(e e = (=) L[ F(D)]
0

7° Transformata <7 iloczynu funkcji )i e % (przesuniecie transformaty &%)

4 [e“*ﬂ’f(r}]{[ e f(e)e ™" dt = I e 0 gt = f(s+55)

8° Zachowanie transformaty & na granicach:

leshlstmqe m f(f) = f[m} to ]:u:u Jf[s} f{:a:}

H —++x

Ies IE'EIIIE]E hm f{r} f{0+} to hm sf{s} f{CI+}
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Przeksztatcenia catkowe — wtasnosci

Przeksztalcenie Laplace’a Fouriera
-+ 0
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Twierdzenie Laplacea’a Fouriera
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Transmitancja

n v m .
Clnx( bt axX+apx = bmu( ot b+ byu Réwnanie rézniczkowe liniowe
a, /(R a A1+ a, = 0 Rownanie charakterystyczne

Zatozenie: Rownanie rozniczkowe liniowe

a, x" () +...+ ax(t)+ agx(t) =b u™ (£) + ...+ byi(t) + byu(t)

L [f0]= 1) | L lafi)+b,0)=af,()+b:(5) | L |F0)]=s5)- £(0,)

Transformata funkcji Twierdzenie o liniowosci Transformata funkcji pochodnej
Zalozenie:  f(0,)=0

a,s"X(s)+..+asX(s)+a,X(s)=b,s"U(s)+...+bsU(s)+bU(S)  Rréwnanic
opera torowe
(anS” +...+a;5+a, )X(S) = (bmsm +...+bs+b, )U(S)

X(s) (b,s" +...+Db,
U(s) l|a,s" +..+a,

Transmitancja

=G(s)

Transmitancja = transformata funkcji wyjsciowej do transformaty funkcji wejsciowe;j
= funkcja przejscia, opisujgca sposob przetwarzania sygnatu
Zalozenia: ROwnanie rdézniczkowe liniowe 1 zerowe warunki poczatkowe

n
M(S) =0) — a,s el o as + dyg = 0 Rownanie charakterystyczne



Operatorowa metoda rozwigzywania r. rozniczkowych

- Rozwigzanie
a : 0
fIirOblem > Rovﬁlanle —————— >|  rOwnania
izyczny probiemu problemu
-1
1l¥ SES
b e : Rozwiazanie
ownanmie 1 ol rswnania
operatorowe 2
operatorowego

ax” + . +ax+ax=b u"™ +. . +bu+bu| ut)=1() ut)=9ot)| u(t)=sint

n

m [0
X(s):bmsn+°"+b0 Uls) Us)=1/5 | Uis)=1|U(s)=—5—
a,s"+..+a, § +o

x(t) = ggl{bmsm —|—...+b0 U(S)}

n
a,s"+..+a,

Lg (S) M(S) _ Lu (S)

Ogodlniej:  G(s) = B
golniej (s) (S—Sgl)---(S_Sgn) (s —y1)--- (S =Sym)

Ly ()L, (5)
(5 =8g1)- (S =S gy )8 = 831 )--(8 = Sy )

x(s) =G(s)u(s) =




Operatorowa metoda rozwigzywania r. rozniczkowych

G(s) = Lg(s) u(s) = L, (s)

(5= 5g1)-(s—Sgy) (s =5,1)---(S=Sym)

Ly ()L, ()

s — Sgl)...(S —Sgn ) —5,1)--(S = Sym)

x(s) = G(s)u(s) =

Metoda rozkladu na ulamki proste (1) Wyznaczy¢ pierwiastki mianownika funkcji x(s)
(2) Przedstawi¢ funkcje x(s) w postaci sumy utamkéw prostych
n m (3) Wyliczy¢ wartosci wspotczynnikow Ak, B,
A k B k (4) Wyznaczy¢ <£-'-transformaty sktadnikow
x(s) = Z E—— Z — —_ (5) Przedstawi¢ rozwigzanie x(f) w postaci sumy
kzl(S - Sgk) kzl(S - Suk)

n m
x(0) =Y e’ x (0= Byt x(t) = x, (£) + x,,(£)
k=1 k=1

Przypadek gdy pierwiastki jednokrotne: Sg 7 ... # Sg, # S| % ... S,y

Metoda rozktadu na utamki proste (ogolniej)
L(s)
(s=5))...(s—5,)
Ogoélnie (pierwiastki wielokrotne)
—x(s) ma m roznych pierwiastkow s; kazdy o krotnosci p; (w sumie n: Z pi=n)

i=1
m P
i j-1
%_1 [ 1 }—(t st

(s—sy | G-1)

x(s)=G(s)u(s) =
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Operatorowa metoda rozwigzywania r. rozniczkowych

4> +s® -225416 _4 B _C D e ) )
= — wspoOlny mianownik po prawej stronie
s(s+2)(s—-2)% s s+2 5-2 (5-2)?

45 + 52 =225 +16 = A(s +2)(s = 2)* + Bs(s —2)% + Cs(s + 2)(s — 2) + Ds(s + 2)

Przykiad: x(s)=

(porownanie)

Wyznaczenie wartosci 4, B, C, D:
Metoda 1: Podstawia¢ do rownania licznikéw wartosci s takie jak kolejne pierwiastki

s=0 — 16=84 —>A4=2
s=-2 5 32=B(-2)(-2-2> >B=-1
—->D=1

s=2 — 8=D2(2+2)
Wielokrotny pierwiastek -> dodatkowe réwnanie -> réwnanie dla dowolnej wartosci s,

np. s=1: —1=2(1+2)(1-2)—-(1-2)> +C1+2)1-2)+(1+2) — C=3
Metoda 2: Rozwing¢ prawg stron¢ rOwnania licznikow i porownac wspoét. Przy tych samych potggach s

453 +52 =225 +16 = A(s> =257 — 45+ 8) + B(s°> —4s” +4s)+ C(s> — 4s) + D(s* +25)

4=4+B+C
1=-24-4B+D
)= A4+ AB—4C+2D np. metoda Cramera
16 =84
2 1 3 1
x(s)=—- + +
2
s s+2 s-=2 (s—2)

x(t)=2-1(t)—e ™ +3e* +te*
=2.1t)—e > +e” (3+1)



Transmitancja — rownanie charakterystyczne (bieguny)
b,s" +..+b, | L(s)

G(s)=—"
as"+..+a, [M(s)

> M(s)=0

n —
a,s" +---+as+ay,=0

Transmitancja - stan ustalony (punkt rownowagi)

G(s) = i 8 . X(s)=G(s)U(s)
lim x(#) = hm sX (s) =1limsG(s)U(s)  jesli limx(z) istnicje
{—>00 —0 s—0 =
1
Dla u(t)=1(2), czyli U(s) = 1/s lsgr(}SG(s); = lim G (s)
Dla u(t)=k, czyli U(s) = k/s hng SG(S)E = 11113 G(s)k
S—> S S—>
Dla u(t)=4(t), czyli U(s) = 1 lslf)lgSG(S)
Dla u(t)=sin t, czyli U(s) = @ 5 IImsG(s)—5—— Granica?
s* + o s—0 s°+w 10




Transmitancje uktadow wielowymiarowych

Przykiad {mlxl (1) + ayx, (t) — ayx, (1) = uy (7)
My X, (8) = byx (2) + byx, (1) = u, (1)

Operacje macierzowe

a4y _L O _
|:xl(S):| | my m, {xl(s)} m, {%(S)}
S = +
X, () b =Dy | x,(s) 0 L uy(s)
| my, my | i m, |

sx(s) = Ax(s) + Bu(s)
x(s) = (sT— A) "' Bu(s) = G(s)u(s)

|:x1 (S)} _ _G11(S) Gu@)}{%@)}
X(8) | | Ga(s) Gyy(s) | uy(s)

_ —-1r -

a,  —a, 1
s + — 0
|:xl(S):| _ m m, m, |:u1(S):|
X,(s) —b S+b_2 0 1 luy(s)
- m, my | | my |



Transmitancje uktadow wielowymiarowych

_ - _
! — 4 1
|:xl(S):| _ o m, m, m, ’ |:u1(S):|
X,(s) —b S+b_2 0 1 luy(s)
L) m, | | my |
det[szerzj det[_azj __ | _
NG m, 2+ m
{m(s)}: =D det(s/ — A) =1 det(s/ — A) || my 0 {ul(s)}
x5 (s) det[—bl j det[mls + j 0 mL 1, (s)
2 m 242 m _ 2 |
| - det(s/ — A) =D det(s/ — A4) |
det(s] — A) = ms+a | ms+b, | ba
m m, mnt,
[ m,s + b, a, |
X()| _| M(s) M(s) || ui(s)
X, (5) b, ms+a; || u,(s)
| M(s) M(s) |

M(s) = (mls +a, )(mzs +b, )— b,a,
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Transmitancje uktadow wielowymiarowych

Przykiad {mlxl (1) +a,x, (1) —ayx, (1) = u (7)
MyXy (1) = by Xy (1) + by x, (1) = u, ()

Rownania operatorowe

((mls +a, x,(5) = ayx, () + 1y (s)

\(mzs +b, )x2 (5) = by x;(s) +uy(s)

;Ml (8)x,(s) = a,x, () +uy(s) —
(M5 (5)x,(8) = by x; (s) + 1, (5)

M () (5) = b 220 o ) () 1M, ()
1

M\ ()M, (5)x,(5) = bia,x,(s) + by, (s) + M (s)u, (5)

byuy (8)+ M, (s)u, (s)
M, ()M, (s)—ba,

X, (s) =

biu,(s) + M, (s)u,(s)

M, (5)x,(s) = ayx,(s) +u, (s) = ? M, (s)M,(s) —ba,

uy (8)

a,byuy (s) +ar M, (s)u, (s) + (Ml ()M, (s)—ba, )”1(5)

71) = M, (s) MI(S)M2(S)_b1a2)

X, (S) — dy X, (S) +u1 (S)

M, (s)

x(s) =

My (s)uy(s)+ ayuy(s)

M, (s)M,(s) —bya,

13



Transmitancje uktadow wielowymiarowych

Przykiad {m1x1 () +ayx; (1) —ax, (1) = uy (7)
My X, () = Dyx; (2) + byx, (2) = u, ()

00 =" )+ s
() b () ms + a, () M (s) = (mys +a, mys + by )~ bya,
s) = U, (s
2 (5) | M (s) 2 foe=a(h =hy)=ah, — h=[,.(a +a)/(a,a,)
hy = fie ! a
()] [Guls) G Te(s) T
x3(8) | [Gai(s) Gay(s) | uy(s) = Gals)

> Gr1(s) }é_xﬁ
—> Gzz(S) M

14



Otwarte uktady hydrauliczne (modele zlinearyzowanie)

Kaskada niewspotdziatajgca

fwe:>

|
h;A | fwyl
N4 =

h> N i Suy2

| v =

{Alh} ()= fe ()= a1y ()
Ayhy (1) = a,hy () — ay hy (2)

Kaskada wspotdziatajgca

FueT \
h1$ f.W:’V.I h> $ fruy2
=

{Al}%l () = fre () — al(hl () = hy (f))
Ayhy (2) = al(hl (1) —h, (f))_ ayhy ()

{(AIS Ta )hl (8) = fre(s)
(Azs +a, )hz (8) = ah(s)

{Mlhl (8) = fue(s)
M,hy (s) = ahy(s)
hl(S) = Mifwe(s)

1
a

ho(s) =
2 () MM,

Sive (8)

MM, =(4s+a f4ys+a,)=0

{(Als +ay )y (8) = fe (8) + ayhy (s)
(Azs +a +a, )hz (s)=ah(s)

{Mlhl (8) = fre () +ayhy(s)
Myhy(s) = a;hy(s)

M,

hl(S) = P fwe(s)
1My — a4y

hy(5) =~ £ (5)
1My —ay

MM, —at =(A1s+a1)(A2s+a1 +a2)—a12 =0
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Obiekty cieplne

Ty [Col,)=,()- K, ([,()- T, ()
- ‘A—§Cvg_> wew G Co T (= K (T, (1) = Ty ()~ K (T (0 T (1)
Ke (5C,u Ty (5) = 4, (5) = K, (T, (5) = T, ()

C wew zew

(sCp + K, )T, (5) =4, () + K T, (5)
(sCpp+ Ky + K )0 () = KT, () + K, T,y (5)

wew

Loen() =270 () F 2T (9), To(8) =20 (8) + 2T, (5)

S CoaTp ()= Sol T (0 =Ty (0)= K (T (=T, )
] |Gl
= gKg $C,o Ty () = €0 fo\ T (8) = T, ()= K, (T (5) = T (5))
SvaTwew(S) = Kg Tgp (S) o Twew(s))_ KC(Twew(S) o Tzew(‘g))

(chg+prppwf0+Kg)Tgp(S):prppwang(S)+KgTwew(S)
(Cpp+ Ky + K, )T, (5) = K, T, (5)+ K, T,y (5)

c /- wew grgp c” zew

wew zew zew

T (S)ZHTgZ(S)-l—ﬁT (s), Tgp(S):HTgZ(S)—}_HT (s) ”



Proste uktady mechaniczne

/ 1] by d {F(t):mz)'c'z(t)+b25c2(t)+cz(x2(t)—xl(t))
2 m —MAN- m, —I:I— 0:m1551(f)+b1x1(f)+01x1(f)+Cz(x1(f)_x2(f))
N—"MW\— 2 b,

0= Szmlxl(s) +5byx,(8) + ¢,x, (5) "‘Cz(xl(s) _xz(S))

Cq Q—J 2—»’ {F(S):Szmzxz(s)+szxz(5)+cz(xz(5)_x1(5))

W skrdcie: .

-
2
F =s"myx, +sbyx, +c,(x, —x,)

2
0=s"mx; +sbx, +cx +c,(x; —X,)

- (.2 )x

.2

% (8) =72 F(8), x(s) =72 F(),

17



Proste obwody elektryczne

[
(1) L di;;) + Ri(t) + % j i()dt = u(t) (2) L§(t)+ Rq(t)+ éq(t) =u(?)
@) SLIS+RIO i) =uls) @) $La)+Ras)+a() =u(s)
S
N sC
=G ke
(5) ja)LI+RI+LI =U
jaC
u(t) = U sin(wt) S=jw i(t) = d?Tit)
i(t) = I sin(awt + @) i(s) = sq(s)

18



Proste obwody elektryczne

1) Opis dziatania uktadu za pomocg idealnych elementow

Opis napigciowo-pradowy O.prad.-napigciowy Impedancje
u(i) i(u) u(q) Z(5) | ZGw)
rezystor (R) | 2(7) = Ri(¥) u(s) = Ri(s) i(t) = Gu(t) u(t) = Rq(r) R R
kondensator ¥ Py g . o o COULE) o 1 1
© 1) = EJ i(Hdt | u(s)= - i(s) i) =1( = u(t) = = q(1) i | Fac
cewka (L) e; (H)=-L ? u(s) =sLi(s) i(H) = % [u(t)dt u(t) = Lg(t) L | joL
” ! ;
2) Niezalezne oczka i wezty
R, L, L2 me R Ly LZ e
1 oo N, -
5] l — ; —— . 2
Cl l C2 2 . C ll . C2 12
1 %) 1 A I»
> > > >

3) Bilans napie¢ w oczkach obwodu i/lub prgddw (fadunkow) w wezach [V, A]

L =

e=sL,i, + Ryi, +

O0=sLji, +Rji, +

di

( i iy —i
t

0=1, %, p
dt

dt

2

[ I, —1
Cl 2
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