Rownanie rozniczkowe zwyczajne - klasyfikacja

ax™+a x"V+ +ax+ax=bu™ +b u"" +.. +bii+byu

Wspotczynniki a.i b, Rownanie rozniczkowe
stale liniowe stacjonarne
state lub funkcje czasu lintowe niestacjonarne
zalezne od x, u lub ich pochodnych nieliniowe

Rownanie rozniczkowe zwyczajne liniowe - rozwigzanie

zasada superpozycji

x()= x,() o x,0
rozwigzanie swobodne rozwigzanie wymuszone
(sktadowa przejsciowa) (sktadowa ustalona)
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Metoda klasyczna bx(f) +cx(t) = u(?)

|. Rozwigzanie swobodne (sktadowa przejsciowa) M(f) = U,
1) réwnanie jednorodne: bJ.CS (#) +cx (1) =0
2) zaktadana postac x(z): xXg(8) = Ae/u

X, (t) = Ade™

3) podstawienie x (1) b +: 0 / Ae/“

4) rownanie charakterystyczne: hpA+c =0
5) pierwiastki rownania charakt.: ﬂl =—c/b

rozwigzanie swobodne: X, (1) = Ale—(C/ bt



Metoda klasyczna bx(f) +cx(t) = u(t)

ll. Rozwigzanie wymuszone (sktadowa ustalona) ”(t) = Uy
1) réwnanie niejednorodne: bx, (t)+cx, (1) =u,
2) wymuszenie i pochodne: u,, 0
3) postaé x,,(1): x,, (1) = Gy
X, (1) =0 X(t)=0
4) podstawienie x,,(t): b-0+c- Cluo =U, 0+ cx(t) =u(t)
O+cx=u
5) stad G =l/c x=ulc
rozwigzanie wymuszone: x,(t)=u,/c Xy =uy/c




Metoda klasyczna bx(f) +cx(t) = u(?)

—~(c ull)=u
Rozwigzanie ogélne: Xx(f) = A€ (c/b) +u,/c (1) =u,
x(0)=0 x(0)=2u, /c x(0)=0
. c . _
OZAle—(c/b)O +ﬂ 2ﬂ:Ale—(c/b)O _|_u_0 x(t):——Ale (c/b)t
c c C b
u C . ~(c/b)0
4 =-20 4 =2 O:_EAIG (c/b)
c c
y 4,=0
x(1) = = 2o gterbr Mo x(t) = o gter Mo
C C C C x(t) _ u_o
c




Wybor warunkow poczgtkowych

bx(t)+cx(t)=u(t); u(t)=u, x(t)= 4¢P 1y /e
stan ustalony:  x(0)=0 x(t) = %o bx, + ax(0) = u,
C
inny stan : x(0)=k bk+cx(0) =uy —» x(0) = o — bk
C

(t) = —%Ale_(” b1 x(0) =m
k = —%Ale—“/bﬂ’ m=Ae P 1y, /e

C C C
x(t) = — —(c/b)t +u_o

C C

a, x" (1) +...+ ax(t) + agx(t) = byu(t)
X" (0) = x,, 1 x" 7 (0) = x,,_,; ...; X(0) = xp,;x(0) = x,




Metoda klasyczna bx(f) +cx(t) = u(f)

' u(t) =siax
1) réwnanie jednorodne: be (t) +CX, (t) =) ( )

4) rownanie charakterystyczne: hA+c =0
5) pierwiastki rownania charakt.: /7.1 =—c/b

rozwigzanie swobodne: X (t) — Ale_(C/ bt
1) rownanie niejednorodne: b)'cw(t) "‘Cxw(t) =sinax
2) wymuszenie i pochodne: sin wt, w cos wt

x,, (1) =C,; sinwt +C, coswt
x,,(1) =@ Cq coswt — wC, sinwt

3) postac x,,(1):

4) podstawienie x,,(t):
HwC, coswt —wC, sinwt)+c(C, sinwt + C, coswt) = sinwt

5) uporzgdkowanie 6) uktad rownan 7) wyznaczenie statych
rozwigzanie wymuszone: x () = ¢ sin wt b coswt
" b*w* +c? b w* +c?

x,, (1) = 1/\/b2a)2 +c? sin(a)t —arctg b_a)j
C



Metoda klasyczna bx(f) +cx(t) = u(t)

u(t) =smax
_ —(c/b)t C - bw ( )
x(t) = Ae +—— st ———F——Cos!?
b w” +c b w” +c
_ : bw
x(t) = A e " 41/ \/ b’ +c? sm(a)t—arctgj
C
x(0)=0
_ C ] bw
0=A,e " + — 5 Sinw0————coswl
b*w” +c b*w” +c
bw
A=
b w” +c
bw c bw
_ —(c/b)t .
x(t) = e + sin wt — cos wt
b*w?* +c* b*w?* +c* b w?* +c*

x(1) =— 1’2‘" e LD+ sir(a)t—arctgb—wj
b o +c C



Metoda klasyczna  X(#) + 6x(¢) + 8x(t) = u(t) *
u(t) = at?

.. Rozwigzanie swobodne x (7)

1) réwnanie jednorodne: jC'S (1) + 6565 (1) + SXS (1)=0
2) zaktadana postac x (z). X (t) — Ae/u
3) podstawienie x,(1): X, (1) = Ade™

X,(t) =A™

224e™ + 624e™ +84e™) =0 /1 Ae”

4) rownanie charakterystyczne: 12 +614+8=0
5) pierwiastki rownania charakt.: ﬁ“l =—2 12 =4
rozwigzanie swobodne: X (t) :Ale_Zf 4+ A26_4t



Metoda klasyczna X(1) + 6x(2) + 8x(t) = u(?) *

u(t) = at?
Il. Rozwigzanie wymuszone x (?) dla u(t)=at’
1) réwnanie niejednorodne: ).C.w (t) + 656W (t) + SXW (t) = Cltz
2) wymuszenie i jego pochodne: tz, t, 1
3) postac x,,(1): xw(t)=C1t2 +C2t+C3
x,,(#)=2Ct + Cy x,, (1) =2C

4) podstawienie x,,(t): 2C1 + 6(2C1t + Cz) + 8(C1t2 + Czt + C3) = at2
5) uporzgdkowanie: 8C112 + (1 2C1 + 8C2 )t + 2C1 + 6C2 + 8C3 = atz

6) uktad réwnan: (8C1 =d Cl =al/8
7) wyznaczenie statych:  12C; +8C, =0 ” C, =-3a/16
\2C1+6C2 +8C3 =0 C3 ="Ta/64

rozwigzanie wymuszone: X, (t) = a(&z — 121 + 7) / 64
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Metoda klasyczna X(2) + 6x(¢) + 8x(¢) = u(r)
u(t) = at?
|. Rozwigzanie swobodne X, () = Ale_zt n Aze_4t

ll. Rozwigzanie wymuszone dla u(t)=at’ X, (1) = a(8t2 —12t+7)/ 64
Rozwigzanie petne (ogolne)
_ —2t —4¢ 2
x(t)=Aie = +A4re " +a@” -12%+7)/64

Rozwigzanie szczegblnedla  x(0)=0  x(0)=0

X(t)=Ae 2 + Ay +6—a4(8t2 12t +7)

i) =241 —ddye™ + 614 (16t -12)

( 0 0,6 d
O0=4ie” +Ae” +—(@&-0-12-0+7 _
1€ 2¢ 64( ) {Al +A2 =—Ta/64 Al = —d / 8

24 +44, =—12a/ 64 Ay =a/ 64

0=-24e" —44,¢° +é(l6-0—12)
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Metoda klasyczna X(t)+6x(1) + 8x(¢) = u(?) ,

u(t) = at
rogolne  x(t)=Aie ™ + Aye ™ +a(8t* —12t +7)/ 64
r.szczegdlnedla x(0)=0  x(0)=0

() = —%e_Zt + ée““ +a(8t? —12t +7)/ 64

r.szczegblnedla x(0)=k  x(0)=0

.
x(z):(zk—ﬁje‘” +(—k+i e~ 1+ a(8t2 — 12t +7)/ 64
8 64 )
2600
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x,(0)
x(t), x(0)=500, x’(0)=0
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ax™ +a _x" D+ +ax+ax=bu"™ +b u"" +. . +bu+byu

anx(") n an_lx(n—l) totax+ax=0 Rozwiazanie rownania
jednorodnego
anﬂ” +..+ad+ ap =0 Pierwiastki rownania charakterystycznego
Wielomian rzeczywisty stopnia n: A+ +adl+a,=0

(A=A NA=2y) (R +bA+by) =0
a) jednokrotne rzeczywiste /Il-
b) m-krotne /Ik
c) pary pierwiastkow zespolonych /11,2 =atjo
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Rownanie charakterystyczne
a, A" +..+ad+ay=0

Sktadowe rozwigzania swobodnego

a) pierwiastki jednokrotne rzeczywiste A ;
A
x,(t) = Ae™ + A, ..+ A e
b) pierwiastek m-krotny A k

(Ak1 + A+ + Akmt””‘l) e

c) para pierwiastkdw zespolonych /11 ,=a*x jo

Ale(a_i_ja))t + Aze(a_]w)t Bl = Al +A2 Bz = Al —Az
e®' (B, coswt + jB, sin wt) A=\B +B;

B B

at at 2 2

— — =aqarctg — = qarcctg —

Ae COS((()I (0) Ae sm(a)t+gol) ® gBl D gBl
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Potozenie pierwiastkow, stabilnosc¢, charakter odpowiedzi

A A
Xs AMm(1) Xs /
[ 7 [
> o Re(1) . & >
O ""—O—> Xs
o> ® © .anvﬂvﬁy
t Mot

Ae” cos(wt — @)
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Rozwigzane rownania rozniczkowego zwyczajnego liniowego

x(t) = x4 (1) +x,,(?)

Rozwigzanie swobodne xs(1) Rozwigzanie wymuszone xw(t)

to rozwigzanie rownania

jednorodnego, czyli u(t)=0 niejednorodnego, czyli u(t)=0
zalezy od
parametrow uktadu parametréw uktadu i wymuszenia
decyduje o
stabilnosci uktadu uchybie ustalonym
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¥ adowanie/roztadowanie kondensatora

R

UCT-
\

up(t)+uct)=U;

q()
Ri(t) + 12 c =U

N

Rq(t) +éq(t) =U; ,4q(0)=0

up(®)+uc()=0

q(t)
Ri(t) + —= C =0

, 1
Rq(t) +Eq(t) =0, 9(0) =g =CU;

1 1
I‘.S.) Rﬂ,+E—0 —> ﬂ__ﬁ

i
—ag()=U 1
Lw.) ¢ qt)=U, —q()=0
C
4. () = CU; = qna q,()=0
1 1
— —t
r.o.) q(t) = Ae R¢ +CU, q(t) = Ae R€

1

-0
W.p.) 0=de X +CU, - A=-CU,

1
-0
CU, = de *C, - A=CU,

r.s.)

1
q(t) = CU{I —eRCt]

U _ 1
=40 e e

u (1) = ‘1“) US(1—e

1

RC

’J

1
q(t)=CU e e

1
U -
R e

= R ’ C

q(t) _Ue

1
—t
RC

u, () +uc)=0

dl (t)

LWHEW) =0

i)+ %q(m -0

—j (¢)dt =
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