
Równanie różniczkowe zwyczajne - klasyfikacja
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Współczynniki ai i bi Równanie różniczkowe 

stałe liniowe stacjonarne

stałe lub funkcje czasu liniowe niestacjonarne

zależne od x, u lub ich pochodnych nieliniowe

Równanie różniczkowe zwyczajne liniowe - rozwiązanie

zasada superpozycji

)()()( txtxtx ws 

rozwiązanie swobodne 

(składowa przejściowa)

rozwiązanie wymuszone 

(składowa ustalona)
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3) podstawienie xs(t): 0ee  tt cAAb 

Metoda klasyczna

0)( utu 

2) zakładana postać xs(t):
t

s Atx e)( 

4) równanie charakterystyczne: 0cb

tA e:/

5) pierwiastki równania charakt.: bc /1 

)()()( tutcxtxb 

1) równanie jednorodne: 0)()(  tcxtxb ss

rozwiązanie swobodne:
tbc

s Atx )/(
1e)( 

t
s Atx  e)( 

I. Rozwiązanie swobodne (składowa przejściowa)
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Metoda klasyczna

0)( utu 
)()()( tutcxtxb 

1) równanie niejednorodne: 
0)()( utcxtxb ww 

2) wymuszenie i pochodne: u0 , 0
3) postać xw(t): 01)( uCtxw 

4) podstawienie xw(t): 0010 uuCcb 

0)( txw

5) stąd cC /11 
rozwiązanie wymuszone: cutxw /)( 0

)()(0 tutcx 
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 x 

 u0 
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ucx 0
cux /

0)( tx

II. Rozwiązanie wymuszone (składowa ustalona)

cux /00 
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Metoda klasyczna

0)( utu 
)()()( tutcxtxb 
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Wybór warunków początkowych
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Metoda klasyczna
ttu sin)( 

4) równanie charakterystyczne: 0cb
5) pierwiastki równania charakt.: bc /1 

)()()( tutcxtxb 

1) równanie jednorodne: 0)()(  tcxtxb ss

rozwiązanie swobodne: tbc
s Atx )/(

1e)( 

3) postać xw(t): 

2) wymuszenie i pochodne: 

1) równanie niejednorodne: ttcxtxb ww sin)()( 

4) podstawienie xw(t):

5) uporządkowanie

rozwiązanie wymuszone:

sin ωt, ω cos ωt
tCtCtxw  cossin)( 21 

tCtCtxw  sincos)( 21 

6) układ równań

    ttCtCctCtCb  sincossinsincos 2121 

7) wyznaczenie stałych
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Metoda klasyczna
ttu sin)( 
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I. Rozwiązanie swobodne xs(t)

Metoda klasyczna )()(8)(6)( tutxtxtx  
2)( attu 

1) równanie jednorodne: 0)(8)(6)(  txtxtx sss 

2) zakładana postać xs(t):
t

s Atx e)( 
3) podstawienie xs(t):

0e8e6e2  ttt AAA  

4) równanie charakterystyczne: 0862  

tA e:/

5) pierwiastki równania charakt.: 21  42 

t
s Atx  e)( 

t
s Atx  e)( 2

rozwiązanie swobodne: tt
s AAtx 4

2
2

1 ee)(  


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II. Rozwiązanie wymuszone xw(t) dla u(t)=at2

Metoda klasyczna )()(8)(6)( tutxtxtx  
2)( attu 

1) równanie niejednorodne: 2)(8)(6)( attxtxtx www  

3) postać xw(t): 32
2

1)( CtCtCtxw 
212)( CtCtxw  12)( Ctxw 

2) wymuszenie i jego pochodne: 1,,2 tt

4) podstawienie xw(t):
2

32
2

1211 )(8)2(62 atCtCtCCtCC 
5) uporządkowanie: 2

32121
2

1 862)812(8 atCCCtCCtC 
6) układ równań: 














0862

0812

8

321

21

1

CCC

CC

aC

rozwiązanie wymuszone: 64/)7128()( 2  ttatxw

7) wyznaczenie stałych: 
8/1 aC 

16/32 aC 
64/73 aC 


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II. Rozwiązanie wymuszone dla u(t)=at2

Metoda klasyczna )()(8)(6)( tutxtxtx  
2)( attu 

I. Rozwiązanie swobodne tt
s AAtx 4

2
2

1 ee)(  

64/)7128()( 2  ttatxw

Rozwiązanie pełne (ogólne)

64/)7128(ee)( 24
2

2
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Metoda klasyczna )()(8)(6)( tutxtxtx  
2)( attu 

r.ogólne 64/)7128(ee)( 24
2

2
1   ttaAAtx tt

0)0( x 0)0( xr.szczególne dla

64/)7128(e
64

e
8
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aa

tx tt
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64/)7128(e
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8
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a
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a
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x(t), x(0)=500, x’(0)=0


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Algebra: Wielomian rzeczywisty stopnia n:

0... 01  aaa n
n 

Rozwiązanie równania 
jednorodnego

a) jednokrotne rzeczywiste i
b) m-krotne k
c) pary pierwiastków zespolonych  j2,1

Pierwiastki równania charakterystycznego

0... 01
)1(

1
)(  

 xaxaxaxa n
n

n
n 

0... 01  aan 

     001
2

21   bb 

• n pierwiastków 

• pierwiastki pojedyncze i wielokrotne; 

• pierwiastki rzeczywiste i zespolone (pary liczb sprzężonych)

• rozkład na wielomiany rzeczywiste stopnia co najwyżej drugiego
• wielomiany stopnia pierwszego

• wielomiany stopnia drugiego z ujemnym wyróżnikiem 

ububububxaxaxaxa m
m

m
m

n
n

n
n 01

)1(
1

)(
01

)1(
1

)( ......  



 
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Równanie charakterystyczne

 tjBtBe t  sincos 21 

0... 01  aaa n
n 

t
n

tt
s

neAeAeAtx   ...)( 21
21

Składowe rozwiązania swobodnego

  tm
kmkk

ketAtAA 1
21 ... 

   tjtj eAeA    21

)sin()cos( 1   tAetAe tt

211 AAB  212 AAB 

2
2

2
1 BBA 

1

2

B

B
tgarc

a) pierwiastki jednokrotne rzeczywiste i

b) pierwiastek m-krotny k

c) para pierwiastków zespolonych  j2,1
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Położenie pierwiastków, stabilność, charakter odpowiedzi

tt eAeA 21
21

 

)cos(  tAe t

  Im() 

Re() 
 t 

 xs 

 t 

 xs 

 t 

 xs 

 t 

 xs 
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Rozwiązane równania różniczkowego zwyczajnego liniowego

)()()( txtxtx ws 

Rozwiązanie swobodne xs(t) Rozwiązanie wymuszone xw(t)

to rozwiązanie równania 

jednorodnego, czyli u(t)=0 niejednorodnego, czyli u(t)0

zależy od

parametrów układu

decyduje o

stabilności układu

parametrów układu i wymuszenia

uchybie ustalonym
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