Dynaomika ukiadéw - podstawy andlizy | symulacii
B. Rozwigzania (odpowiedzi) réwnan | i Il rzedu
B.1. Rozwigzania réwnania pierwszego rzedu

B.1.1 Odpowied? skokowa i impulsowa rownania pierwszego rzedu:

ax+ay,x=bu (VIII-2)
Odpowiedz skokowa: u(t)=1(7) | Odpowiedz impulsowa: u(?)=d(t)
1. Rozwigzanie swobodne:
adl+ay,=0 — A=-a,/q
x,(t) = Ae"
1I. Rozwigzanie wymuszone
Dla y(f) =1(t) — gdy £0 to u;=1 Dla u(f)=d(t) — gdy £0 to u;=0
b b
apx, =bu, = x (1) =x, =0t :i agx, =bu, — x, () =x, 2o
0 4 4o
II1. Rozwigzanie ogb6lne
x(t)=A4é" +x,» x(f)= A" +0,
gdzie x, =b/ay, A=-a,/q, gdzie 1=—q,/a,

IV. Warunki poczatkowe: u(0.)=0, x(0.)=0
0=4-1+x,— A=—x;
x(t)=—xkem +x; =xk(1—e/u) — x(0)=0
x(1)=—Ax, e = _10&6“ _b e x(f) _bon — x(0) _b

a4 a a4 a4
B.1.2 Odpowied? czestotliwosciowa pierwszego rzedu:
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B.2.

Rozwiagzania dla uktadu oscylacyjnego

B.2.1 Odpowied? skokowa ukladu oscylacyjnego

%+2&@, X+’ x = bu (W réwnaniu znormalizowanymp = )

gdy £ >1

gdy &2 <1

I. Rozwiazanie swobodne:

2280, A+ @} =0

w,E -1

Ao =a, %0, gdzie

Ay =—Cw, =
oy = o, +m, & ~1
%) :_ga)n_a)n\lgz -1

=—§aa1+wnx/ &~ =—§a;,+jw\/1—§2
~a, -, / 1= /_
A,z =a+ jo,gdzic a =-¢u,, 0, =0 1-&

A

-0t jo,.gdzie 6=¢0,, 0, =a1-&

[Greblicki]

x,(t)=Ae™ + 4,e™

a) x,()=4 Qariot | Aze(a—ja%-)f
b) x,(t) = ¢*'(B, coswyt + B, sinw,t)
©) x,(1) = A4¢"' sin(wt + @) ¢, = arctg(B,/B,)
x, () = Ae™ cos(@,t—,)> ¢, = arctg(B, / B,)

II. Rozwigzanie wymuszone dla skoku jednostkowego (7) =1(r) — gdy £>0 to ;=1

w?x, =bu,

—

bu b
X, 0=x=—=—

I11. Rozwiazanie ogdlne

ot

x(t)=x, + 4™ + Ae
adzie x_ —b/a?, |4 =50 +ONE -]

&, =50, ~0,& -1

a) x(t) = x, + A 4 4,6 0T

b) x(r) = x, +e” (B, cosw,t + B, sinw,?)

C) x(t) =X + A" sin(a),,t+(01) Q= arc‘[{_a)r)
a

x(1) = x, + Ae™ cos(w,t—p,) @, =arc tg[aj

-

gdZie xk :b/a)is a:_éwn’ a)r:a)nﬁ

IV. Warunki poczatkowe dla odpowiedzi skokowej: u(0.)=0, x(0_)=0, x(0_)=0

Rozwigzanie 1: x(f)=

X, (1 e"ztj

edzie x, —b/w?, |4 =50 +ONE -1

[22) :_éa)n -, Végz -1

) o @

a, —q o~

Rozwigzanie 2a: x(f)=

XD (arjo)

a+tjo ;
x| 1445 JOr plajorx
2jm 2jo,

i

Rozwigzanie 2b: x(¢)=

a .
1- eat(cosa),t - sma)rtj]
o,

Xk

Rozwigzanie 2c¢: x(f)=

Jal+a@?
1"

-G,
e sin(@,1+ ¢, )]’ “= a“’t{
, a

2

a’ +a?
-y T

a
" e cos(w,t—p,) | @ =arctg[}
o,

r _a)r

X

X

Rozwigzanie 1: x(¢)=
_EHE L [l
zﬁ

gdzie Xy :b/a)f

B

—E4yEL - (,5%,%@),

|

X [1+

Rozwigzanie 2a: x(f)=
M Jgatioi-En _
2p1-8

2jy1-&2

§+JV1 6 (§w /(dﬁ)t}

Rozwigzanie 2b: x(¢)=

l—e ! {cos(wn V1=En)+

X,

>~

\/57 sin(@, Jl—gzz)]

Rozwigzanie 2¢: x(¢)=

1 1-¢?
x| 1- e ! sin(@,y1-E*t+,) | o, =arct
1-£2
1 —Sa Cf
x| l-——=e"" cos( 1-&%~ q02) > ¢, =arct
N N
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Rozwiazanie 1: x(r)=x, + 4™ + 4,e™'
x(t) = A e™ + Ay e™ +x,
i(t) = oy 4™ +a,A,e™

Z warunkow poczatkowych w chwili t=0. jest:

B a4 —4 (2, —)
{0:A1+A2+xk_> xk__(AlJ"AZ)_) xkz«[Al— L 1]_} =X

—o4 4 * -
0= 4+, 4, 4 :Tz 4 a4 A —ad,
= , =
? a, a,
-Q, _(_gwn _wn\l§2 _1) §+\l§2 -1
A =x, 4, =x, A =—x, >
— a,—a — -¢0,-o, £? —1—(—50),, +® 52—1) - & -1
4y =x,— 4 —|\éw, +a, 52—1j —E+E -1
g 1=y Ay =x; 3 B Ay ==x; >
¢, +w,\E —1—(—§wn —w,\¢& —1) 24&° -1
2 2 2 2
+/E2 =1 (<gra @) —E+4E2 1 (a0 /2)
x(t)=xk[l o B e”zt]=xk 1—75 s e( e ) _Zéte 7L e( o )
= =0 o =l 2

Rozwiazanie 2a: x(r)=x, + A @O 4 g, TN
x(t) = Ale(af/'wr)t + Aze(a—./'wr)f +x,
{x(t) =(a+ jo)4e "™ +(a—jo,) dye "
Z warunkow poczatkowych w chwili 1=0_ jest:
0=4,+4, +x, _ |4 =4y —x; _ |4y =—A4,—x; N
{0:(a+ja)r)A1+(a_ja),~)A2 {O:(a+ja)r)(_A2 —Xg)+H(a—jw,)4, {(a+jwr)xk =4, (-a—jo, +a-jo,)

a+jo, a+jo, -2jo, a-jo,
A =—A4,—x Ay =x Xy =y Ay =xp ———
— 2Tk - 2jm, 2jm, - 2jo,
(a+jw)x, =2jw,.A4, a+jo, a+jo,
P Ay ==x; —
2jm, 2jo,

a—jo. : a+jo. , a—jw : a+jo A
x(t) =X, +x, .J r e(a+/a),‘)t —X; .] r e(a jo )t —> x(t) =x, (1+ .] r e(aﬂw,)t _ > .] r e(a ja),)tJ
jo, 2jo, j@, Jjo,

r r

—&a, - jo,\1-& g _ —éw, +jo,1-& ota-jo 16
— P
2jw,1-& 2jw,\1-&

. 2 . 2
() :xk[lff‘f VI=6" ccasanlicen _ZoTNIZE" ccajoi-8 )r]
2jy1-&2 2jy1-&2

x()=x, +x;

Rozwiazanie 2b: x(r)=x, +e* (B, cosw,t+ B, sinw,t)
x(t)=e”' (B, cosw,t + B, sinw,t)+x,
{X(l) =ae” (B, cosw,t+B, sinw,t)+e w,(~ B, sinw,t + B, cosw,t)
Z warunkow poczatkowych w chwili 1=0. jest:

B =—x Bl =—X;
0=5B, +x 1 k g
{0 IB kB - 3 -aB, ax, B - -Sw,x,  —Exy
=aB +B,w = = )= =
’ o, o w1-E |1-&
ax, . a .
x(t)=x, +e“t[—xk cosa),t+ksma),tj = x(t) :xk{l—e‘”(cosa)rt— sma),tﬂ
@, @,

X - .
x(t)=x, +e =" | —x, cosw,t— c % sinw, x(t)=x, | 1—e | cos@,1-&EX 1)+ ° sin@,y1-&%1)

1-&2 /1_52
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Rozwiazanie 2¢;: x(f)=x, +4e”' sin(@,t+¢,)>

{x(r) = Ae™ sin(w,t+¢,)+x,

$(0)=a Ae™ sin(w,t+¢, )+ Ae* @, codw,t+p,)

Z warunkow poczatkowych w chwili =0. jest:

0= Asin(p,)+x, _, |0=Asing, +x; _, |sing; =-x; /A4
{O:Aasin(gol)+Aa)r cos(@,) {O:asingol +, cosg, {O:asingol +, cosg,

r

1° 0=asing, +, cosp, — asing, =-w, cosp; = tgg, = ~9  lub ctgg, =%
a —o

—w _ 1_&2 =
9 :arctg( rj — ¢, =arct Lﬁ ¢, =arct 76& ’
a _gwn QZ

2° asing, =—w, cosp, = a’sin’ ¢, =(-w,)* cos’ ¢, = o sin’ @, =(-w,)*|1—sin — (o +@? Jsin? ¢, =(-w,)*
2] ) COSQ, (4] - 1 1 - | - 1 -

2 [ 2, 2 2, 2 2
X a” +w; —$w,)" +w,(1-
— (a2+wr2)Akz :(_a)r)z — A:xk — A:—xk \/( é n) ( g ) — A=_ ; 1

K

-, o, 1_652 1_652

Jel vl R Joh +aof ~w,
x(t) =x; —x; Te sin(@,t+@,) x(@t)=x;| |l -————e“ sin(@,t+¢, [P ¢ =arct, o
r wr

[ 2
! - e " sin(, 1—§2t+(p1)]’ q)lzarctg{ l—gé J

1 _ .
x(t)=x, —x, e sin(@,\1-E*t+p) x(t):xkll—

1-&2

Rozwiazanie 2¢y: x(r)=x, + 4™ cos(w,t—p,)
{x(t) =A™ codw,t -, )+x;
i(t)=a de™ codw,t—p,)—Ae™ w, sin(o,t—@,)
Z warunkow poczatkowych w chwili #=0. jest:
0=Acos¢@,)+x, _, |0=A4cosp, +x; _, |cosp, =—x; /4
{0 = Aacos(—p,)—Aw, sin(-p,) {0 = cos@, +, sing, {0 = cos@, +, sing,

: . a
1° 0=acosp, +a, sinp, —>acosp, =-a,sing, = (gp, =———
-,

i

?, :arct;{aJ — ¢, =arct B U @, =arct ]
—, -, 1—52 M

. 2 2 22 2 2 2 2 2, 2}, 2 2
2° —gcosp, =m, sing, — a’cos @, =(-w,)*sin" 9, — a cos @, =(-w,) (1—cos (/72) — o +w; )cos 0, =(-w,.)

2 2, 2 ) 2
X o’ +o; —Sw,)” +w, (1- 1
- (0;2+a),2)—k2:(—a),.)2 T A=xy——— 7 A=x, \/( <) n(17e) A=-x,
A -, —o, 1_632 1_62
a’ +a? wt | a’ + o ; dzi a
x{)=x, —x, —e cos(a)rt—goz) ~x()=x, I_Tea cos(a),t—q)z) . gdzie o, —arct — ,
o1 2 ) — [ ( 1—&2 ) , gdzie S
x(t)=x;, —x; =e coslw,1-&t—p, x(t)=x; 1—726 cos\w,\1-&t—o, @, =arct -
VJ1-¢& RS 1-¢
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Sprawdzenie prostych wzorow dla 2 <1, x;=1 [skrypt: testy RozwigzanieRR]:

warto$ci wyliczone z warunkow poczatkowych (rozwigzania powyzej: 1,2a,2b,2¢)

a) 1+Ale(a+jw)t +Aze(aijw)t A4 = a—-j @r , A, = a+.j @r 1+ij" elariot _ijr plajot
2jw, 2jo. 2jo, 2jo,
b) 1+e%(B, cosw,t+B, sinw,t a
) 1+e ( 1 e 2 r ) B =-1, B,=— 1+e*! —cosa),.t+£sina)rt
By =4 +4y, By = j(4 — 4,) @ @,

c1) 1+ 4e” sin(w,t+¢,)

ol +a! ~o,
A=———> @ =arct
=-/B +32 ¢, = arctg(B, / B,) o, a

ol vl
|l -———e" sin(w,t+¢,)

02)1+Ae‘”cos o.t—p o + 2 _ P+
( 2) A:_gs ?, :arctg(a] 1- "¢ cos(mt— )
o, o

=B} +B; , ¢, =arctg(B,/B,)>

SplddeLmL zalezno$ci:

a—b) BI:A1+A2:a_]w’—a+Jw’:_zjw’:—1,

2jo, 2jo, 2jo

i

Lo - ]a) a+1w 20 «
By = j(4 ~ )= -2

a), o,
b= _ B 482 - / 1+—
B g{—a),j B, al, -a
@ = arct; =arctg —— | =arct, > @, =arctg| — |=arct =arctg —
B, a/a), a B, -1 @,

Sprawdzenie wzorow rozwinietych dla £2 <1, x;=1 [skrypt: testy RozwigzanieRR]:
warto$ci wyliczone z warunkow poczatkowych (rozwigzania powyzej: 1,2a,2b,2c)

(a+jo)t (a—jo)t . .
a) 1+A1€ +A2€ 4 = _§ ] 1- EZ _§+J 1_52 1+ _é ] 1- g (a+jw,.)t__§+] 1_52 e(a—jw,.)t
1~

2j1-¢ 2j1-¢ 21-¢ 2i1-¢
b) 1+e*(B,cosm,t + B, sinw,t) B ——1 B = —< 5B = —< t —
By =di+4y> By = j(4 - 4,) S 1-¢? ’ \/@ ¢! ~cos(o1-£%)- Fsm(w 1-¢%)

¢) 1+ 4¢" sin(mt +¢) B 1- &2 R B [ 2
— 4 1 @y =arct $ 1 Me sin(@,\1-&t+¢))

A=-|Bf +By ,p, = arctg(B,/B,) 1-¢& g

¢) 1+A4e* cos(mt —p,) _ R ( o, )
— e 1 » @, =arct $ 1 \/@e cos\w,\1-&t—@,

A=~Bf +B5, 1-&2 1-&

0= arctg(B2 /B, ),
Sprawdzenie zaleznosci:

4o b) g gy oIS SIS 21
2jy1- & 2jy1-&2 2jy1-&2

By = j(4 - 4,)= —&-W1=¢° —§+JV1 & _ -2 ¢

21‘/1 g 2j)1-&2 2,/1—52 J1-&2

gz s gz _ 1_§2+§2: 1
-¢& 1-&2 1-¢£ - &2

Q= arctg(gj =arc tg[—l/ 1_:’;2 J =arc tg[ 1;):2 } 0= arctg(i?} =arc tg[\/% /(—1)] =arc tg{lfzf]

2, 2
Dodac¢ odp. skokowa cztonu znormalizowanego: |y(5) =1 A cos(ax +9)

-1

bHC)A

e

w
> p=arcty ————
@, g(\)gz +a)2J

B.2.2 Odpowied? czestotliwosciowa uktadu oscylacyjnego
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