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Vil.Uktady liniowe i zlinearyzowane

18. Uklady liniowe i zlinearyzowane

18.1. Podstawowe witasnosci uktadu liniowego
Opisane metody analizy dynamiki uktadow dotycza prawie zawsze uktadéw liniowych. Ta
réznorodno$¢ metod jest wynikiem charakterystycznych wiasnosci uktadoéw liniowych:
1° W uktadach liniowych ma zastosowanie zasada superpozycji, co sprawia, ze rozwigzanie rGwnania
roézniczkowego opisujacego dynamike uktadu jest sumg sktadowej swobodnej i wymuszone;.
2° Znana posta¢ rozwigzania swobodnego kazdego liniowego uktadu dynamiki, a parametry tego
rozwigzania s3 wyznaczane na podstawie algebraicznego roOwnania charakterystycznego.
3° Kryterium potozenia pierwiastkow roéwnania charakterystycznego wystarcza do okreslenia
stabilnos$ci uktadu liniowego.
4° Rozwigzanie swobodne decyduje o wlasnosciach dynamicznych uktadu liniowego.
5° Wiasno$ci dynamiczne uktadu liniowego nie zalezg od wymuszenia.
6° Odpowiedz na pochodng sygnatu rowna si¢ pochodnej odpowiedzi na ten sygnat.
7°  Ukfad liniowy ma jeden punkt rownowagi.
8° Stabilnos¢ lub niestabilno$¢ uktadu nie zalezy od warunkéw poczatkowych — jesli uktad liniowy
jest stabilny to jest stabilny globalnie, a jesli jest niestabilny to réwniez globalnie.
9° Uklady liniowe mozna opisa¢ za pomocg transmitancji dzigki zastosowaniu przeksztatcenia
Laplace’a / Fourier’a.

Sprawdz wlasnos¢ 6° na przyktadzie funkcji impulsowej d(#), ktora jest pochodna funkcji skokowe;j
1(¢2). Z ktorej wiasnosci wynika, ze reakcja uktadu nie zalezy od punktu pracy? Jakie praktyczne
znaczenie moze miec pojecie globalnej stabilnosci?

Wiasno$ci dynamiczne uktadoéw liniowych zalezg jedynie od ich biegunow (sktadowej swobodnej
rozwigzania). W uktadach nieliniowych nie mozna zastosowaé zasady superpozycji, a tym samym nie
podziatu rozwigzania na sktadowe swobodne i wymuszone. W efekcie bardzo trudno jest znalez¢
rozwigzanie rdGwnania rézniczkowego nieliniowego. Poza tym wiasnosci dynamiczne, takie jak chocby
stabilno$¢, moga zaleze¢ od warunkéw poczatkowych i1 od funkceji wymuszajacej na wejsciu.

W ukladach nieliniowych mozna jednak w prosty sposob okresli¢ réwnanie statyczne (zerujac
pochodne zmiennych wejsciowych 1 wyjsciowych) i wyznaczy¢ punkt rownowagi uktadu dla danej
warto$ci na wejsciu. Rdwnania nieliniowe moga mie¢ jednak wiecej niz jeden punkt rownowagi, jesli
roOwnanie statyczne ma wigcej niz jedno rozwigzanie, na przyklad w przypadku uktadu
%(¢) + x*(f) = u(t) rownanie statyczne xé =u, ma dwa pierwiastki x, = i\/% .

Analityczne metody badania dynamiki uktadow nieliniowych sg bardzo ograniczone i ztozone.
Stosuje si¢ wigc rozne zabiegi aby sprowadzi¢ problem do przypadku liniowego, czyli zlinearyzowac
(=). Taki zlinearyzowany opis mozna stosowaé¢ (bada¢) w pewnym ograniczonym zakresie zmian
wielko$ci, na przyklad w otoczeniu punktu roéwnowagi. Do badania modeli liniowych i
zlinearyzowanych stosuje si¢ te same metody, jednak wnioski z analizy modelu zlinearyzowanego sa
poprawne tylko w ograniczonym zakresie.

18.2. Zalozenia upraszczajace opis

W modelach konstruowanych na potrzeby automatyki problem nieliniowosci rozwigzuje si¢ bardzo
czesto dzieki zastosowaniu opiséw przyblizonych. Modele te nie stuzag do tworzenia wirtualnej
rzeczywisto$ci, tylko do opisania podstawowych zjawisk, zazwyczaj istotnych z punktu widzenia
sterowania obiektem.

18.2.1. Linearyzacja statyczna — na przykladzie zbiornikow

Pierwszym sposobem uproszczenia modelu jest przeanalizowanie warunkéw konstrukcji i
przeznaczenia modelu w celu zdefiniowania dopuszczalnych zatozen. Praktycznie w kazdym modelu
wystepuja zatozenia na temat statych warto$ci okre§lonych parametrow obiektu. Na przyktad bardzo
wiele parametrow zalezy od temperatury', ale zaklada sie, ze temperatura badanego ukladu jest
praktycznie niezmienna lub ze jej wplyw jest pomijalny w poréwnaniu z innymi zjawiskami, ktére sg
przedmiotem badan.

@' np. parametry elektryczne, gestosé, ciepto wlasciwe, wymiary geometryczne — patrz np. [3/r.5+11]
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Typowym sposobem uproszczenia jest tez  x X

zastosowanie w  konstrukcji modelu

zamiast funkcji nieliniowej jej liniowego

przyblizenia metodg siecznej lub stycznej u | g

(Rys. VII-1) (=). Rys. VII-1. Liniowe przyblizenie funkcji

Modele zbiornikow ze swobodnym wyptywem sg nieliniowe ale mozna go uprosci¢ linearyzujac
wzOr na swobodny wyplyw (=) na przyktad metoda siecznej (Rys. VII-2) — minimalny wyptyw
cieczy f,, wynosi zero, a maksymalny ma miejsce przy maksymalnej wysokosci cieczy gy, ktora
wynika z wysoko$ci §cian zbiornika (sg to jednocze$nie naturalne ograniczenia zastosowania modelu).
Zlinearyzowany model ma postaé:

Ah(t) = f,,(1) - ah(?) (VIL-1)

gdzie wspotczynnik a wynika z réwnosci:

J ah_. = A 2gh (VII-2)

max

hmax
Rys. VII-2. Linearyzacja swobodnego wyptywu
Doktadno$¢ modelu zalezy od punktu pracy wyznaczonego przez aktualny poziom cieczy w zbiorniku.
Model zlinearyzowany mozna przetworzy¢ do postaci cztonu inercyjnego (=).

Doktadne modele kaskad, np. (I-56), (I-58), (I-59), sa nieliniowe, wigc oprocz wyznaczenia punktu
rownowagi, trudno je analizowaé — tatwiej przeprowadzi¢ badania symulacyjne (=). Mozliwa jest
jednak analiza modeli zlinearyzowanych i sformulowanie przyblizonych wnioskow. Wartosci
wszystkich parametrow powyzszych modeli mozna wyznaczy¢ na podstawie wymiaréw
geometrycznych.

18.2.2. Modele z parametrem zamiast zmiennej - obiekty cieplne

Staty przyptyw
Pompa z regulacja przeptywu, ...

19. Modele nieliniowe
19.1. Analiza uktadéw nieliniowych

19.1.1. Przyczyny nieliniowos$ci obiektow

Liniowe modele dynamiki mozna analizowa¢ doktadnie i r6znymi metodami. Natomiast doktadna
analiza dynamiki uktadéw nieliniowych jest znacznie trudniejsza a czg¢sto wrecz niemozliwa,
poniewaz nie mozna podzieli¢ problemu na prostsze podzadania (nie mozna stosowaé zasady
superpozycji), rzadko znane jest rozwigzanie nieliniowych réwnan rézniczkowych a wtasno$ci uktadu
zaleza 1 od punktu pracy, i od wymuszenia.

Tymczasem rzeczywiste obickty sa zawsze nieliniowe ®', chocby ze wzgledu na fizyczne
ograniczenia sygnalow, wynikajace na przykltad z wymiaréw geometrycznych czy warunkow
bezpieczenstwa (Rys. VII-3).
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Rys. VII-3. Ograniczona liniowo$¢ sygnatow Rys. VII-4. Nasycenie - nielinowo$é
nierdzniczkowalna

Nieliniowosci rzeczywistych obiektow (procesow) moga mie¢ zaro6wno charakter funkcji
r6ézniczkowalnych (np. funkcje potegowe, wymierne), jak i1 funkcji nier6zniczkowanych (np. nasycenie
Rys. VII-4). Funkcje nier6zniczkowalne sg czesto wykorzystywane w badaniach symulacyjnych (=),
natomiast w badaniach analitycznych unika si¢ ich (ogranicza si¢ analize do liniowego zakresu
zalezno$ci sygnatow).

@' Patrz: uktady nieliniowe, np. [3/r.5.1]
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19.1.2. Linearyzacja dynamiczna

Ogodlna metoda postepowania w przypadku modeli nieliniowych ale rézniczkowalnych polega na
wykonaniu linearyzacji dynamicznej w punkcie rownowagi uktadu @'. Zakladajac, ze nieliniowy
model ma postac:

L5 ™ (O, 02,10 (0), et ™ (1)) = 0 (VIL3)

to metoda polega na rozwinieciu funkcji f{x,u) w szereg Taylora, ograniczeniu tego rozwinigcia do
elementow liniowych i przesunigciu uktadu wspotrzednych do punktu réwnowagi f(xy, u):

g Ax(t)+1 A>'c(t)+...+i Ax(”)(t)+g Au(z)+a—f Aa(t)+...+i Au® (r)=0 (VII-4
Xlo 0xly g Ouly Ot ou™ |, )
gdzie: g , g ces g , g ... s3 parametrami zlinearyzowanego modelu wyznaczonymi jako
ox|, Ox|, oOul, Oul,

warto$ci pochodnych funkcji f po zmiennych x, u i1 ich pochodnych, obliczone w punkcie rownowagi
(X0, u).

Interpretacja linearyzacji dynamiczne;j A x fxu)

(Rys. VII-5) pokazuje, ze przyblizenie

modelu polega na wyznaczeniu prostej f(Ax, Au)
stycznej do funkcji flx,u) w punkcie Y S >
roéwnowagi — to wlasnie ta prosta jest Au

[
»

zlinearyzowanym modelem zapisanym Uy u
w  przesunictym ukladzie wspol-
rzednych f(Ax, Au)

Poprawno$§¢ wnioskdéw na temat wlasnosci dynamicznych (np. stabilno$ci/niestabilnosci)
nieliniowego uktadu, wyprowadzone na podstawie badania zlinearyzowanego modelu zaleza od
doktadno$ci przyblizonego modelu, na przyktad obowigzuja tylko w pewnym otoczeniu punktéw
roOwnowagi.

Rys. VII-5. Linearyzacja dynamiczna w punkcie rownowagi

19.2. Badania symulacyjne

19.2.1. Zasady

Ograniczone mozliwosci analitycznego badania ukladéw nieliniowych powoduja, Ze czesto
wykorzystuje si¢ badania symulacyjne. Modele w postaci rownan rézniczkowych liniowych i
nieliniowych s3 wprowadzane do programoéw symulacyjnych wedlug tych samych zasad ().
Roéwnania liniowe maja dodatkowe mozliwosci definiowania modeli oparte na macierzowych
roéwnaniach stanu i transmitancjach. Réznice w badaniach dynamiki modeli liniowych i nieliniowych
polegaja na zakresie badan — wlasnosci ukladu nieliniowego powinny by¢ zbadane w réznych
punktach pracy 1 dla réznych parametrow wymuszen. Ostrozna powinna by¢ tez interpretacja
wnioskow — badania symulacyjne pokazuja wynik dla konkretnych warto$ci parametréw i zmiennych.
Uogolnienie tych wynikoéw stanowi oddzielne zadanie.

19.2.2. Definiowanie modeli w pliku funkcyjnym

Definicja modelu w pliku funkcyjnym wymaga przedstawienia go w postaci ukladu réwnan
pierwszego rzedu (=), na przykltad w przypadku modelu van der Pola:

X =X
i) =cll-x* ji—x b VII-S

© ( )x - {x2=c(1—x2)x2—xl ( )
Badany model nalezy zapisa¢ w pliku funkcyjnym, zgodnie z zasadami konstrukcji takich plikow w
danym programie symulacyjnym (Tab. IV-3).

Tab. VII-1. Przyktad funkcji definiujacej model dynamiki

Matlab | Scilab | Octave
function[xprim] = vdp(t, x) function[xprim] = vdp(t, x)
global c; global c;
xprim = [x(2); ... xprim(1) = x(2);
c*(1-x(1)"2)*x(2)-x(1)]; xprim(2)=c*(1-x(1)"2)*x(2) - x(1);
endfunction

®' Patrz: linearyzacja dynamiczna, np. [3/r.2.3.1]
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Zaktadajac, ze ,,vdp” z odpowiednim rozszerzeniem jest nazwa pliku zawierajacego model,
uruchomienie symulacji mozna zrealizowa¢ w skrypcie (Tab. IV-4).

Tab. VII-2. Przyktad symulacji z wykorzystaniem funkcji definiujacej model dynamiki

Matlab Scilab Octave
global ¢ c=1; tend=100 ;
c=1; tend=100; x0 =[-2.5;2.5];
x0 =[-2.5;2.5]; t = linspace(0, tend,500);

[T,x]=ode45('vdp',[0 tend], x0);
plot( x(:,1), x(:,2) )

exec('vdp.sci');
[x] = ode(x0, 0, t, vdp);
plot( x(1,:), x(2,:) )

19.3. Portrety uktadéw nieliniowych

19.3.1. Wlasnosci portretow ukladow nieliniowych

Portrety fazowe uktadéw nieliniowych moga mie¢ jeden lub wiecej punktow rownowagi — w
zaleznosci od rozwigzania rownania statycznego. Uklad nieliniowy moze by¢ stabilny/niestabilny
globalne, ale jesli uktad ma wigcej punktow rownowagi, to moze by¢ stabilny w jednych a niestabilny
w innych punktach, i wowczas rozrézniamy stabilno$¢/niestabilno$¢ lokalng i globalng (Rys. VII-6).
Wyznaczenie portretu fazowego uktadu nieliniowego w odpowiednio duzym otoczeniu punktéw
rownowagi umozliwia okre§lenie obszarow stabilnych warunkéw poczatkowych (obszarow
stabilnosci).

Rys. VII-6. Idee stabilno$ci/niestabilnosci globalnej/lokalne;j

W poblizu punktéw rownowagi portrety uktadéw nieliniowych ale rézniczkowalnych' sg zblizone
do liniowych wzorcow (stabilne/niestabilne wezty, ogniska, siodta). To spostrzezenie potwierdza
mozliwo$¢ analizy stabilnosci ukladu nieliniowego w ograniczonym zakresie wokot punktow
rownowagi za pomocg linearyzacji modelu w otoczeniu tych punktow (=). W ten sposéb mozna
rowniez zidentyfikowaé punkty rownowagi na portretach uktadow nieliniowych.

19.3.2. Wyznaczanie portretow

Eksperymentalne wyznaczanie portretu fazowego wymaga przemyslanego wybierania warunkow
poczatkowych i czasu trwania eksperymentu (poczatku i dtugosci trajektorii), tak aby mozna byto
jednoznacznie wnioskowac o globalnej i lokalnej stabilno$ci badanego obiektu. Informacje na o ilo$ci
punktéw réwnowagi czy o charakterze nieliniowosci znacznie utatwiajg zadanie (=).

Zatozmy, ze przedstawione ponizej portrety zawierajg wszystkie charakterystyczne trajektorie. Co
mozna powiedzie¢ o modelach, ktore maja takie portrety fazowe?

X <] <]
St e o
)%\\ b) \ /

—\\ x
\/
N

A

v

a C)
1° Zaznacz kierunki trajektorii.

2° Ile punktéw rownowagi ma model? Okresl ich typ i stabilnos¢.
3° Czy model jest liniowy?

4° Czy uktad jest stabilny globalnie? Uzasadnij.

1 r ;o . ,
bez elementow typu przekaznik, strefa nieczutosci, ...
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VIlIl. Podsumowanie metod badania dynamki

20. Badania doswiadczalne

Wyznaczanie charakterystyki statycznej, odpowiedzi skokowej (impulsowej), charakterystyki
czestotliwosciowej, portretu fazowego
jakis rysunek przedstawiajacy idee

21. Badania analityczne i symulacyjne
21.1. Podsumowanie metod badania

Model dynamiki obiektu mozna uzyskaé¢ przez modelowanie na podstawie praw fizyki lub na
drodze eksperymentu identyfikacyjnego. Rozne sposoby konstrukcji modelu prowadza do roznych
form matematycznych, ale istnieje réwniez wiele metod przeksztatcania poszczegdlnych form w inne
(Rys. A-1).

okreslenie granic obiektu (we, wy) i zatozen
/\
uktady o parametrach skupionych

modelowanie identyfikacja eksperymentalna

(prawa fizyki, zatozenia) ¢ v (obickt Slilblll’ly )
A
Simulnik , c e .
(b] o 'l]rlt) rOwnania rozniczkowe (r.r.) charakt. charakt.
Kasykacia | czasowa czgstotl.
v : : v ! !
. linearyzacja — transformata

rr.nieliniowe ———""#%""|  rr liniowe F—— | transmitancja ‘

Ir. /Tu nr. punkty lr. /Tx nr. punkt v v
n-tego * ™ stanu rown, n-tego ¥\ stanu rown. punkt Simulink
rzgdu u=const rzgdu u=const rown. (Tranet.Fon)

\l/ T [V l — u=const Control
v v Simulink v (funkcja tf)
Matlab r.charakt. r.charakt. (State-space) r.charakt.
(M-pliki) .
W Pp.rown. Control
(funkcja ss)
y rozw.wielom. v
v kryteria v
pierw. pgioz.
r.charakt. pierw.

rozw. swobodne |—>| stabilno$¢ obiektu

Rys. A-1. Formy i przeksztatcenia opisu dynamiki obiektow

Na schemacie zaznaczono jedynie najczgsciej stosowane przeksztalcenia w szczegdlnosci te
opisane w opracowaniu:
— przeksztatcenie (liniowego/nieliniowego) réwnania n-tego rz¢du w uktad rownan pierwszego rzedu

(=),

— przeksztatcenie rownania/uktadu rownan liniowych do transmitancji (=),
— linearyzacja rownania/uktadu rownan nieliniowych (=).
Wiasnosci dynamiki obiektu nie zaleza od formy modelu. Model moze jednak ogranicza¢ zakres
badan, na przyktad zastosowanie liniowego modelu do nieliniowego obiektu (=), czy zastosowanie
transmitancji determinujacy zerowe warunki poczatkowe (=).

Roézne formy modeli sg zwigzane z réznymi metodami analizy wlasno$ci obiektu, na przyktad
sposobem wyznaczania rownania charakterystycznego czy punktu rownowagi. Mozliwe sg tez rozne
sposoby definiowania modeli w programach symulacyjnych:

- schematy rownan rézniczkowych (liniowych/nieliniowych) konstruowane na bazie blokéw
catkujacych, np. Matlab/Simulink: bloki Int (=),
- ukfady rownan stanu (liniowe/nieliniowe) definiowane w plikach funkcyjnych, np. Matlab: M-pliki

(=)
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- uklady réwnan stanu w postaci macierzowej (liniowe) wprowadzane przez specjalizowane bloki
lub funkcje, np. Matlab/Simulink: bloki State-space, Matlab/Control: funkcje ss (=),
- transmitancje wprowadzane przez specjalizowane bloki lub funkcje - Matlab/Simulink: bloki
Transfer Fen, Matlab/Control: funkcje tf oraz zpk (=).

21.2.Wyboér modelu i metody badania
Programy symulacyjne oferuja rézne sposoby definiowania i badania modeli dynamiki ukladéw

(przedstawione w poprzednich rozdziatach). W og6lnosci wybdr metody zalezy od:

— zalozonego celu — jak model bedzie wykorzystywany, jakie zjawiska i wlasno$ci bedg badane,

— mozliwosci technicznych — jakie funkcje sa dostgpne w wybranym/dostgpnym programie
symulacyjnym,

— umiejetnosci badacza — opanowanie réznych metod daje mozliwo$¢ wybrania metody optymalnej
(prostej, szybkiej, uniwersalnej, ...) w danym przypadku.

W szczeg6lnosci podezas wyboru metody uwzglednia sie:

— typ modelu — czy badany model jest liniowy — nieliniowy (czy musi by¢ nieliniowy),

— forme¢ modelu — czy pierwotny model ma posta¢ rownan roézniczkowych czy transmitancji, czy
mozna/warto przeksztalci¢ go na inng forme,

— wybdr zmiennych wejSciowych — czy mozna ograniczy¢ ilo$¢ wejs¢ modelu przyjmujac, ze
niektore z nich majg zawsze state wartosci (sa wigc parametrami modelu),

— sposob prezentacji wynikdéw — charakterystyki czasowe, wskazniki obliczone na ich podstawie, ...

22. Programy symulacyjne
22.1. O funkcjach, toolbox’ach, interfejsach

22.1.1. Matlab/Simulink i inne programy

22.1.2. Control

22.1.3. Narze¢dza modelowania fizycznego (Simscape)

Narzedzia Simscape umozliwiaja przygotowanie modelu bez znajomoSci roéwnan
matematycznych opisujacych obiekt. Nastgpnie mozna przeprowadzi¢ symulacje w celu
przetestowania projektowanych systemow wspotpracujacych ztym obiektem (np. sterownikow,
uktadow przetwarzajacych sygnaty). Dzigki bibliotekom elementéw dotyczacych kilku najbardziej
popularnych domen fizycznych, mozliwe jest budowanie zlozonych systemow i przeprowadzanie
testow bez konieczno$ci budowania kosztownych prototypow.

W trakcie webinarium omawiane beda przyktady budowania modelu prostego uktadu
mechanicznego oraz rozszerzania go o kolejne elementy. Przedstawione zostanie rdwniez
zastosowanie jezyka skryptowego Simscape Language. Ponadto prezentowane bgda mozliwosci
wykorzystania Simscape do budowy bardziej skomplikowanych systeméw obejmujacych nastepujace
domeny: mechaniczng (Simscape Multibody), hydrauliczna (Simscape Fluids), elektroniczng
(Simscape Electronics), napedow pojazdow (Simscape Driveline) oraz elektroenergetyke (Simscape
Power Systems).

22.2. Metody catkowania numerycznego (co jest ,,pod spodem”)
Najprostsze metody — idea

Co jeszcze
Identyfikacja a metody probalistyczne (nazewnictwo)
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