Dynamika uktaddédw - podstawy andlizy | symulacii

IV. Uktady wielowymiarowe (MIMO)

10. Uklad réwnan rézniczkowych
10.1. Wprowadzenie - uktad rownan stanu

10.1.1. Obiekty SISO i MIMO

Modele dynamiki uktadéw analizowane w czeéci III miaty postaé pojedynczego rdéwnania
rozniczkowego z jednym wejéciem i jednym wyjéciem (ang. SISO'). Na ich podstawie mozna w
prosty sposob okresli¢:

- liniowos$¢ modelu oraz rzad modelu, ktory odpowiada rzgdowi rownania rdzniczkowego,

- rownanie statyczne, ktére powstaje po wyzerowaniu pochodnych 1 pozwala wyznaczyé
charakterystyke statyczng i punkt rownowagi (stan ustalony),

- adla uktadéw liniowych — réwnanie charakterystyczne i jego pierwiastki (bieguny uktadu), ktore
decyduja o stabilnosci.

Analogiczne mozliwosci wystepuja dla modeli o wielu wejéciach i wyjsciach (ang. MIMO?). Typowa

postacig modeli typu MIMO sa rownania stanu, to znaczy uklad réwnan roézniczkowych pierwszego

rzedu, liniowych lub nieliniowych:

11(8) = £ (1), X5 (), ooy X, (O (E), ooy 1, (2))
3y (6) = (000,25 (0), coes X,y (0,14 (), ey 11, (2))

x,(6) = £, (6,0, %5(0), wees X, ()10, (2), ooy 10, (1))

gdzie x;(f)+x,(f) oznacza n zmiennych stanu, a u;(¢)>u,(f) to zmienne wejsciowe (wymuszenia). W
najprostszych przypadkach zmienne stanu oznaczaja jednocze$nie zmienne wyjSciowe (rozwigzania).
Przedstawienie modelu w postaci uktadu réwnan stanu pozwala obserwowaé wiele zmiennych
jednoczesnie i pokazuje, jak zmienne wyjsciowe wptywaja na siebie nawzajem (sprz¢zenia pomiedzy
poszczegbdlnymi zmiennymi).

Uklady tego typu powstaja w naturalny sposob jako rezultat zastosowania konstrukcji modeli na
podstawie bilansu objetosci (p. 2.2), ciepta (p.2.3), itp. Moga by¢ rowniez zamierzonym celem
przetwarzania innych form modeli (p. 10.3).

av-1)

10.1.2. Liniowe rownania stanu
Jesli réwnania stanu (IV-1) sg rownaniami liniowymi, to mozna je uporzadkowac:
x1(8) = ay1x1 (O) + ayax (6) + .o+ ay, X, () + by g (8) + ..+ byt ()
X5 (8) = an1x1(8) + arnxo (1) + ...+ any x, (8) + byquy (8) + ...+ by u, (1)

(IV-2)
x, (1) = a1 x1(6) + ayoxs () + ...+ ayy,x,, (£) + byyuy (£) + ...+ byt (£)
1 zapisa¢ w postaci macierzowej:
x;(7) ay Gy ay || X @) | by by, |y (2)
X, (¢ Ay Ayy ... d X, (¢ by, ... b u,(t
2 (1) _| 921 92 2n || X2 (1) 4|7 om || U2 (1) (1V-3)
x, () A, Ayy o Ay, || X, @] | Dy oo by || u,, ()
lub symbolicznie:
x(t) = Ax(t) + Bu(?) (IV-4)
gdzie:

- x(¢) jest nazywany wektorem n zmiennych stanu — jest to poszukiwane rozwigzanie uktadu,
- u(?) reprezentuje wektor m zmiennych wejsciowych — funkcje wymuszajace na wejsciach,

- A —macierz stanu (fundamentalna) — podstawowa macierz uktadu o wymiarze nxn,

- B —macierz o wymiarze nxm.

! Single Input Single Output
? Multiple Input Multiple Output
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Rownania stanu zawieraja calg informacje o dynamice obiektu, ale czgsto bywaja uzupetniane przez
réwnania wyjsciowe:

y(¢) = Cx(¢) + Du(?), (IV-5)
ktére na podstawie wektora rozwigzan x i zmiennych wejsciowych u pozwalajg na zdefiniowanie
dowolnego zestawu zmiennych wyjsciowych y.

Metoda i1 posta¢ rozwigzania uktadu rownan (IV-4) jest analogiczna jak dla pojedynczego rownania
n-tego rzedu (p. 1.4). W trakcie rozwigzywania ukladu réwnan rozniczkowych metoda klasyczng
powstaje rownanie charakterystyczne, ktore w zapisie macierzowym ma postac:

det(A - A1)=0 (IV-6)
czyli ...(rozpisac)
Jest to réwnanie n-tego stopnia, a jego pierwiastki sg biegunami uktadu i decyduja o stabilno$ci
uktadu, poniewaz sg wspotczynnikami w wyktadnikach funkcji eksponencjalnych, ktore tworza
sktadowe rozwigzania swobodnego kazdej ze zmiennych stanu x,(¢):
x,(t)=A,e™ +..+ 4. i=l.n (IV-7)

Uktad jest stabilny jesli wszystkie bieguny uktadu leza w lewej polptaszczyznie zespolonej (p. 7.1.1).
Pierwiastki rownania (IV-6) w algebrze sa nazywane warto$ciami wlasnymi macierzy A. ....

Uktad n réownan rézniczkowych pierwszego rzedu jest modelem o wielu wejsciach i wyjsciach.
Rzad modelu wynosi n, co wynika z ilo$ci zmiennych stanu, a tym samym ze stopnia réwnania
charakterystycznego, ilosci biegunow i sktadowych rozwigzania swobodnego. Wielowymiarowy jest
wiec tez opis statyczny, czyli uktad rownan algebraicznych otrzymany po wyzerowaniu pochodnych w
réwnaniu (IV-4):

0= Ax+Bu. (Iv-8)
lub po rozwigzaniu:

x=—A"Bu, (IV-9)
Opis statyczny (IV-8) jest podstawa do wyprowadzenia wzoréw' na charakterystyki statyczne
poszczeg6lnych zmiennych x;:

X, = fi(”lv'"v“m) (IV-10)

oraz do wyliczenia warto$ci w stanie ustalonym (punktu rownowagi) xo, ..., X,0 dla zadanych wartosci
Wymuszen Uy, ..., Uno.

Zapis modeli i operacji w postaci macierzowej (IV-4), (IV-6), (IV-8) jest wykorzystywany
szczegllnie przy stosowaniu komputerowych programow obliczeniowych, przygotowanych do
przetwarzania macierzy (jak na przyklad Matlab). Jest to wygodna forma prowadzenia badan
szczegllnie wowczas gdy macierze maja duzy wymiar 1 nie ma potrzeby przedstawienia rozwigzania
w postaci analitycznej (wszystkie wspotczynniki modelu sg podane w postaci wartosci i oczekiwane
wyniki tez maja by¢ wartosciami). Nie zawsze jednak model jest az tak ztozony, zeby rezygnowac z
przeksztalcen na wzorach, ktére mozna wykona¢ rgcznie i co wazniejsze - takze dla modeli
nieliniowych. OczywiScie mozna rowniez skorzystaé z programoéw, ktore realizuja obliczenia
symboliczne (na przyktad Mathematica, a takze Matlab, cho¢ w mniejszym stopniu), jednak ..... Inng
droga do rozwigzania bardzo zlozonych problemoéw moze by¢ uproszczenie badanego modelu, na
przyktad przez zweryfikowanie przyjetych zatozen (p. ).

Zatézmy, ze przedstawione ponizej uktady rownan sg modelami dynamiki pewnych obiektow
fizycznych:

. {mxl () +x,(2) +cx, (t) + mx,(t) = u(t) b {al)'cl () +a,x, () +x,()—cu, (t)+c,u,(t)=0
dx, (1) + cx, (1) = u(?t) by x, (8) = b, X, () + byx, (1) —u, (1) = 0

1° Przedstaw uktad w postaci rownan macierzowych (w postaci rOwnan stanu).

2° Okresl zmienne stanu, zmienne wejsciowe, rzad, liniowos¢ modelu.

3° Napisz rownanie charakterystyczne.

4° Wyprowadz wzory na charakterystyki statyczne modelu. Naszkicuj wykresy dla wybranych
warto$ci parametrow. Ile punktow rownowagi ma uktad? )

! stosujac dowolna metode rozwiagzywania uktadu rownan (operacje macierzowe, metode eliminacji kolejnych zmiennych
z uktadu réwnan)
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10.2. Przyktady obiektow MIMO

10.2.1. Kaskady zbiornikéw (LISTA03/z.2)

Przyktadem obiektéw opisanych rownaniami stanu sg otarte uktady hydrauliczne w postaci kaskady
zbiornikow (p. 2.2). Jednak modele kaskad zawierajace dokladny opis swobodnego wyplywu, sa
uktadami nieliniowymi i jedne co mozna tatwo obliczy¢ w takim przypadku, to punkt rownowagi przy
statych wymuszeniach. W dalszych rozwazaniach zostanie wigc zastosowana linearyzacja —
uproszczenie (p. 18.2.1).

Przypatrzymy si¢ wigc wlasnosciom przyblizonych, liniowych modelu obiektu typu:
- uktad zbiornikow niepotaczonych (I-56) - kaskada niewspotdziatajaca:

Svel = | {Alh.l(t):fwel(t)_alhl(t)
h]’\ | Srovi Ayhy (t) = frie2 (O) + ayhy (8) — ayhy (1)
= cT'fweZ (IV-11)
h N\
v l I

Rys. IV-1. Kaskada niewspotdziatajaca 2
- uktad zbiornikow potaczonych przewodem (I-58) - kaskada wspoétdziatajaca:

fua g e {Alhl ()= fuar (=, (1 (D) =y (0))
h@ f.gl %4|fwy2 Ahy (6) = froer (6) + @y (I (8) = by (1)) = ayhy (1) (IV-12)
=
Rys. IV-2. Kaskada wspotdziatajaca 2
- uktad zbiornikow potaczonych przewodem i z pompa wyjsciowa (I-59):

Sl e {AJ@ ()= fua )= (1 (1) = 1 (1)
h@ i [ 1 fina Aohy ()= e O+ a (I () =1y (0)= 0O qy3
A >

Rys. IV-3 Kaskada wspotdziatajaca z pompa

Skonstruuj uproszczony (zlinearyzowany) model kaskady:

- przedstaw go w postaci rownan stanu,

- napisz rownanie statyczne i charakterystyczne,

- wyznacz punkt/punkty rownowagi,

- wyznacz bieguny i okres§l warunki stabilnosci

- wyznacz thumienie

Co si¢ zmieni jesli na obiekcie wystapi dodatkowe wejscie (lab)

10.2.2. Wielowymiarowe obiekty cieplne
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10.3. Przeksztalcenie rownania n-tego rzedu do uktadu réwnan 1. rzedu

10.3.1. Algorytm przeksztalcenia

Posta¢ modelu wynika zwykle ze sposobu jego konstrukcji (p. 2), ale mozna by¢ tez efektem
przeksztalcenia. Ws$rod roznych operacji  bardzo wuzyteczne jest przeksztalcenie rownania
rozniczkowego n-tego rzgdu do uktadu n rownan pierwszego rzgdu. Algorytm przeksztatcenia zostanie
przedstawiony na przyktadzie rdwnania trzeciego rzedu:

asi (1) + ayi(0) + a,%(2) + agx(t) = bu(r) (Iv-14)

W przypadku réwnania trzecie rzedu, zamiast zmiennej x zostang wprowadzone trzy nowe zmienne x;,
X2, X3, zdefiniowane wedlug nastepujacego schematu:

X= x =X
X = X, =X

- . .. (IV-15)
X, = X =X
X, =X

Nowe zmienne xj, x», x3 nalezy podstawi¢ do rownania (IV-14) zamiast x,x,X, a zamiast najwyzszej
pochodnej x — pierwsza pochodna ostatniej zmiennej (X,). ROwnowazny uklad réwnah zawiera to
réwnanie z nowymi zmiennymi i dwa réwnania wskazane na schemacie (IV-15):

X, (1) = x,(2)

X, () = x5(7) (IV-16)

&5 (8) = [bu(t) — a,.x; (1) — @y, (1) = apx, ()] a5
Przeksztatcony model mozna uporzadkowac i zapisa¢ w postaci macierzowych réwnan stanu, co
pozwala zastosowac (IV-6) i1 wyznaczy¢ rownanie charakterystyczne modelu:

(IV-17)

Kolejnos¢ zapisania rownan (IV-16), a tym samym kolejno$¢ zmiennych stanu w wektorze x(t) jest
dowolna. Rownanie charakterystyczne nie zalezy od kolejnosci zmiennych stanu pod warunkiem, ze
kolejnos¢ zmiennych w wektorach x(¢) 1 x(¢) jest taka sama.

Forma modelu nie wplywa oczywiscie na wlasno$ci modelu, wiec czy to bedzie (IV-14), czy
(IV-17), to rzad, bieguny, stabilnos¢, punkt rdwnowagi sa identyczne.
Przeksztal¢ réwnanie oscylacyjne (III-14) do postaci réwnan stanu. Wyznacz rdé6wnanie
charakterystyczne uktadu.

10.3.2. Modele prostych ukladéw mechanicznych

Pojedyncze rownanie n-tego rzedu i uklad réwnan 1. rzedu sa dwoma formami modelu, na
podstawie ktorych mozna wyznaczy¢ rownanie charakterystyczne. Trzecig forma, ktora to umozliwi
bedzie transmitancja oméwiona w kolejnym punkcie (I11.12).

Jesli wiec skonstruowany model zawiera rdwnania réznych zmiennych i réznych rzedow, to
analityczne badanie jego stabilnoSci wymaga przeksztalcenia modelu do jednej z form
umozliwiajacych wyznaczenie rOwnania charakterystycznego, przy czym zazwyczaj najprostsze jest
doprowadzenie modelu do réwnan stanu. Typowe przyktady tego typu modeli wystepuja w uktadach
mechanicznych ze sprezynami, thtumikami i masami (p. 2.4).

Zatozmy, ze uklady réwnan ponizej opisujg pewne uklady mechaniczne, dla ktorych nalezy
przeprowadzi¢ analiz¢ podstawowych wtasnosci.
{mx& (0) + by, (2) = byxy (1) = uy (1) b {mjél (8) + by X, () + 4x, (1) — ex, () = 1, (2)
by X, () = by, (¢) + ey (1) = uy (¢) + u, (1) by, (8) + ey (1) = 22, (1) = uy (£) + u, (1)
1° Ktorego rzedu jest uktad? Ktorego stopnia bedzie wielomian charakterystyczny?
2° Wyznacz réwnania statyczne modelu.
3° Jakie rozwigzanie ma uktad przy statych wymuszeniach u;(t)=u;9 1 ux(t)=u2?
4° Zapisz w postaci rownan stanu i wyznacz rownanie charakterystyczne.
5° Po przeanalizowaniu kolejnego punktu (I.12) wrdé¢ do podanych modeli, przeksztal¢ je do postaci
transmitancji i wyznacz rownania charakterystyczne. (*))
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11. Badania symulacyjne na podstawie réwnan stanu

11.1. Definicja modeli w blokach, funkcjach i plikach

11.1.1. Schematy graficzne liniowych/nieliniowych réwnan stanu

Modele w postaci rOwnan stanu mozna przygotowa¢ do symulacji rysujac schemat oparty na
blokach catkujacych (p. 6)....

11.1.2. Specjalistyczne bloki na schemacie graficznym

Dla modeli liniowych zapisanych jako rownania stanu w formie macierzowej, tworzenie schematu
mozna znacznie uprosci¢ dzigki zastosowaniu specjalnego bloku, w ktérym parametrami sg macierze
rownan stanu (Tab. IV-1).

Tab. IV-1. Podstawowe bloki do definiowania modeli w postaci rOwnan stanu
Operacja Matlab/Simulink Scilab/Xcos Octave

definiowanie rOwnania stanu State-Space CLSS -

Oferowane bloki maja swoja specyfike i ograniczenia w zastosowaniu. Blok réwnan stanu (Rys. IV-4)
jest przygotowany do wprowadzenia modelu postaci macierzowe;:

] X = Ax + Bu (1v-18)
Step_ui W= fukBu Srope y =Cx+Du
J_ y = Cxtlu ] gdzie wektor u zawiera zmienne wejsciowe, a wektor
N State-Space y - zmienne wyjsciowe. Wymiary macierzy A, B, C,
Step_u2 Scope_y2

D muszg si¢ zgadzaé, tak aby mdéc wykona¢ operacje
na macierzach.

Blok rownan stanu ma zawsze jedno wejscie, ale na to wejscie mozna poda¢ wektor sygnatow

Na wyjsciu bloku dostepny jest tylko wektor y, jesli wigc istnieje potrzeba obserwowania zmiennych
stanu X, to trzeba zdefiniowa¢ zmienne wyj$ciowe, ktore beda im odpowiadaé. Blok umozliwia
podanie wektora warto$ci poczatkowych dla zmiennych stanu xy, mozna wiec uruchamia¢ symulacje
od roznych warunkow poczatkowych.

Rys. IV-4. Blok rownan stanu

11.1.3. Specjalistyczne funkcje w skryptach

Typowe badania modeli zapisanych w postaci macierzowych rownan stanu mozna zrealizowac za
pomocg prostych funkcji (Tab. IV-2).

Tab. IV-2. Wybrane funkcje do definiowania i badania modeli liniowych rownan stanu

Operacja Matlab/Control Scilab Octave
definicja rownania stanu ss syslin

odpowiedzi czasowe step, impulse csim

bieguny uktadu

wzmocnienie

Jedna grupa funkcji umozliwia definicj¢ modelu i zapamigtanie go w programie symulacyjnym pod
wybrang nazwa. W Matlabie Parametry i ograniczenia funkcji sg takie same jak analogicznych
blokéw na schematach. Druga grupa funkcji stuzy do uruchamiania symulacji, ktora generuje wykres
przedstawiajacy reakcj¢ modelu na standardowe zaktocenie (skok jednostkowy, impuls).

Doda¢ — model zdefiniowany przez ss na schemacie

11.1.4. Definiowanie modeli w pliku funkcyjnym

Definicja modelu w pliku funkcyjnym wymaga przedstawienia go w postaci uktadu réwnan
pierwszego rzedu. Modele definiowane w plikach nie musza by¢ modelami liniowymi. Opiszemy wigc
przyktad modelu van der Pola:

Xp =X,

X(t)—c(l—xz))}+x:0 — X(t):c(l—xz)ic—x — {x —c(l—xz)x . (IV-19)
2 = 27X

Badany model nalezy zapisa¢ w pliku funkcyjnym, zgodnie z zasadami konstrukcji takich plikow w
danym programie symulacyjnym (Tab. IV-3).
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Tab. IV-3. Przyktad funkcji definiujacej model dynamiki

Matlab | Scilab Octave
function[xprim] = vdp(t, x) function[xprim] = vdp(t, x)
global c; global c;
xprim = [x(2); ... xprim(1) = x(2);
cHF(1-x(1)"2)*x(2)-x(1)]; xprim(2)=c*(1-x(1)"2)*x(2) - x(1);
endfunction

Zaktadajac, ze ,,vdp” z odpowiednim rozszerzeniem jest nazwa pliku zawierajacego model,
uruchomienie symulacji mozna zrealizowa¢ w skrypcie (Tab. IV-4).

Tab. IV-4. Przyktad symulacji z wykorzystaniem funkcji definiujgcej model dynamiki

Matlab Scilab Octave
global ¢ c=1; tend=100 ;
c=1; tend=100; x0=1[-2.5; 2.5];
x0=[-2.5; 2.5]; t = linspace(0, tend,500);

exec('vdp.sci');
[T,x]=ode45('vdp',[0 tend], x0); | [x] = ode(x0, 0, t, vdp);
plot( x(:,1), x(:,2) ) plot( x(1,:), x(2,:) )

11.2. Zadania — badanie liniowych i nieliniowych réwnan stanu (LAB 06-07)

11.2.1. Badanie wlasnosci kaskad zbiornikow

Przedmiotem badan sg statyczne i dynamiczne wlasno$ci kaskad zbiornikow (p. 10.2.1). Celem
natomiast jest okreslenie jaki wptyw na te wlasnos$ci maja wielkosci zbiornikéw, sposéb ich potaczenia
oraz doktadno$¢ modelu. Badania polegaja na wyznaczeniu odpowiedzi na takie samo wymuszenie
skokowe w réznych punktach pracy.

Wyznacz reakcje kaskady na takie samo zaklocenie skokowe df,,.; w 3 punktach pracy:

- przyjmij statg warto§¢ wymuszania f,,.»7#0,

- wyznacz punkty pracy (stany rownowagi), np. dla fe10=0, 0.5feimar, 0-Yfwelmar,

- okresl niewielkie wymuszenie, np. dfy.e1 = 10% fie1mar

- przesun moment zmiany wymuszenia #,>0, aby kontrolowa¢ poprawno$¢ symulacji
W analogiczny sposob wyznacz reakcje kaskady na zakltdcenia df,...

Wicgksza doktadnos¢ badanych modeli bedzie zwigzana z ich nieliniowoscia, mozna si¢ wiec
spodziewac, ze uproszczone modele beda wykazywatly takie same wlasnosci dynamiczne w catym
zakresie pracy, a wlasno$ci modeli doktadnych beda zaleze¢ od punktu pracy. O ile to mozliwe
badania powinny by¢ przeprowadzone w tych samych warunkach. To pozwoli z jednej strony
zweryfikowac poprawno$¢ modeli, a z drugiej strony okresli¢ ograniczenia poszczeg6lnych metod.
1° Badania symulacyjne sg poprzedzone analiza wtasnos$ci modeli (p. 10.2) — rzad, liniowos¢, zmienne

wejsciowe 1 wyjsciowe, rdwnania statyczne, punkt rownowagi
2° Narysuj schemat modelu nieliniowego. Wykonaj weryfikacje poprawnosci. Wyznacz odpowiedzi

na wymuszenie skokowe.
3° Zbada;:

a. Czy na takie samo zakldcenie uktad reaguje tak samo w réznych punktach pracy?

b. Jaki wptyw na wlasno$ci obiektu maja roznice w powierzchni zbiornikéw 1 otwordéw (np. oba

réwne, pierwszy znacznie wigkszy, drugi znacznie wigkszy)?

Uwagi do wykonania:

- W badaniach podstawowych zat6z, ze oba zbiorniki majg takg samg powierzchni¢ dnia 1 otworu.
Jaka maksymalng wysoko$¢ powinny mie¢ zbiorniki aby zapewni¢ bezpieczne wykonanie
eksperymentu?

- Wyznacz warto§¢ maksymalnego przeptywu wejsciowego fuemaxr W ten sposob aby w stanie
ustalonym nie przekroczy¢ zalozonej wysokosci zbiornikow.

- Przesun moment zmiany wymuszenia #,>0, aby kontrolowa¢ poprawno$¢ symulacji.

- Wykonaj wykresy umozliwiajace poréwnanie wynikow z kolejnych punktow,
- Zbadaj reakcje modelu w r6znych punktach pracy.
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