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lll. Analiza i projektowanie ukiadow liniowych

7. Wiasnosci obiektéw
7.1. Interpretacja fizyczna rozwiagzania i-stabilnosé-ukladu

7.1.1. Stabilnos$é

Roéwnania rézniczkowe stosowane w praktyce inzynierskiej do opisu dynamiki uktadow fizycznych
(obiektow/proceséw technologicznych) wynikaja z podstawowych praw fizyki. Moga to by¢ rownania
zardwno liniowe, jak i nieliniowe (p. 2). W przypadku roéwnan nieliniowych stosuje si¢ rézne metody
upraszczania opisu (np. dodatkowe zalozenia, linearyzacja), tak aby otrzymaé rownania (modele)
liniowe, co pozwala wykorzystywaé rozne narzedzia (metody) analityczne wynikajace z mozliwosci
rozwigzywania rOwnan liniowych.

Funkcja x(¢), ktora jest rozwigzaniem rownania rézniczkowego opisuje reakcje uktadu (obiektu) na
okreslone wymuszenie (sygnal) podawane na wejscie uktadu u(f). Rozwigzanie szczegdlne opisuje ta
reakcje w warunkach, gdy wymuszenie zostalo podane na uklad (obiekt), ktoéry znajdowatl sie
w konkretnych warunkach poczatkowych. Warunki poczatkowe s3 niejako podsumowaniem calej
przesztosci uktadu do chwili =0 — znamy wymuszenie i stan uktadu (warunki poczatkowe) w chwili
=0 i nie wazne jakie bylo wczeéniej wymuszenie i co si¢ dzialo w uktadzie'.

W rozwigzaniu x(f) wyrdznia si¢ dwie sktadowe:

- skladowa swobodna x,(¢), ktora nie zalezy od wymuszenia (sygnatu wejSciowego) a jedynie od
wlasnosci (parametréw) samego uktadu — to sktadowa, ktéra decyduje o stabilnosci uktadu,

- skladowa wymuszona x,,(), ktora zalezy zarowno od wymuszenia, jak i1 od wlasnosci uktadu — to
sktadowa opisujaca zachowanie uktadu w stanie réwnowagi.

Jesli cale rozwigzanie swobodne zanika z czasem do zera, to uklad osigga stan rownowagi i moéwimy,

ze uklad jest stabilny. O stabilnosci uktadu decyduja pierwiastki réwnania charakterystycznego,

nazywane biegunami ukladu. Analizujagc wilasnosci funkcji (I-35)+(I-39) tatwo mozna wskazaé

zwigzek pomiedzy potozeniem biegunéw ukladu na plaszczyznie zespolonej a wlasno$ciami

rozwigzania swobodnego x; (Rys. III-1).
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Rys. III-1. PotozZenie biegunow a sktadowe rozwia(zanid

Bieguny, ktore leza w lewej potplaszczyznie zespolonej (maja ujemnag cze$¢ rzeczywista),
odpowiadaja sktadowym rozwigzania, ktore zanikaja z czasem. Bieguny w prawej potplaszczyznie
(maja dodatnig czg$¢ rzeczywista) s3 zwigzane ze skladowymi (funkcjami) rosnagcymi w
nieskonczono$¢ (foc). Jesli wszystkie bieguny uktadu lezag w lewej poiplaszczyznie, to cale
rozwigzanie swobodne x,(#) zanika z czasem, a to oznacza, ze uklad jest stabilny. Jesli bieguny sa
liczbami zespolonymi, to czg$¢ rzeczywista odpowiada za stabilnos¢, a czes$¢ urojona za wystepowanie
oscylacji 1 ich czestotliwose.

7.1.2.  Stan rownowagi i punkt rOwnowagi

Jesli na wejscie uktadu stabilnego u(f) podawane jest ograniczone wymuszenie, to sygnat
wyjsciowy uktadu (rozwiazanie x(f)) tez bedzie ograniczony — sktadowa x,(f) zanika i pozostaje tylko
ograniczona sktadowa x,,(f). W szczegdlnosci gdy wymuszenie ma statg warto$¢ (uy), to uktad stabilny

zawsze dochodzi do punktu rownowagi (x;). Uktad n

niestabilny trwa w punkcie réwqowggi tylko gdy j est w X

to jego stan poczatkowy — najmniejsze zakldcenie S

powoduje trwale oddalenie od tego punktu (). Rys. III-2. Punkt réwnowagi stabilnej (s) i niestabilnej (n)

Jesli uktad ma punkt rownowagi (jedno rozwiazanie)” i warunki poczatkowe ... to ...
Stan rownowagi a punkt rownowagi. Punkt pracy. Wzmocnienie (tu? jest juz uzywane w r.8!!!)?

"' w ogolnosci warunki poczatkowe moga byé okreslone w innej chwili czasu
% p. 1.2.2 - uktad oznaczony i nieoznaczony
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7.1.3. Podstawowe elementy analizy dynamiki ukladu

Roéwnanie rézniczkowe jest ogdlng forma modelu obiektu (uktadu), ktéra zawiera pelny opis
wlasno$ci statycznych i dynamicznych. Znajac rdwnanie rozniczkowe mozna je probowaé rozwigzac,
cho¢ to nie zawsze jest konieczne lub mozliwe. Funkcja rozwigzania nawet dla uktadow liniowych
moze by¢ dos$¢ zlozona. Tymczasem juz najprostsze elementy analizy dostarczaja informacji o
spodziewanych wtasnosciach obiektu. Na przyktad:

a) ax(t)+x(¢)+ bx(¢) =2u(t) d) 4%(t) + X(t) + x(t) + x* (t) = u(t)

b) 3x(¢) + 4u(t) = bx(¢) + 2u(t)

c) X(¢)+x(t)+x(t) = au(t)

1° Napisz rownanie statyczne i charakterystyczne ukladu. (*")

2° Naszkicuj charakterystyke statyczng uktadu.

3° Ile punktow rownowagi ma uktad? Wyznacz je dla u(t) = u, .

4° Ile biegunéw ma uktad? Wyznacz je — analitycznie lub symulacyjnie. (*#)

7.1.4. Waga (znaczenie) biegunéw

Nawet pojedynczy dodatni biegun' uktadu determinuje niestabilno$¢ uktadu. Natomiast bieguny
ujemne maja réozny wplyw na posta¢ rozwigzania swobodnego — nie wszystkie sg tak samo wazne.
Stad wynikaja mozliwo$ci uproszczenia modeli przez pomijanie nieistotnych biegunéw?, co obniza
rzad uktadu i utatwia analizg.

Mozna roéwniez nie zmienia¢ modelu tylko zastosowa¢ ograniczenie analizy do najbardziej
istotnych biegunéw. Przedstawienie biegunéw uktadu na ptaszczyznie zespolonej pomaga zauwazy¢
relacje jakosciowe pomiedzy biegunami (blisko/daleko od osi/od siebie), na przyktad.:

a) Im 4 b) Im c) Im
Re ° Re ° | re
A% U A% Ll U A% Ll A% A% Ll
0 | o |
d) Im 4 e) ImI
0 o
Re Re
0 o |

1°  Ktora sktadowa w rozwigzaniu swobodnym zaniknie najszybciej? Uzasadnij.

2° Kitory biegun ma decyduje o czasie zanikania rozwigzania swobodnego? Uzasadnij.
3° Ktore z biegundw sg najbardziej znaczace?

4°  Ktore bieguny mozna by poming¢ przy analizie uktadu?

7.1.5. Projektowanie wlasnosci dynamicznych przez zmiane¢ polozenia biegunow

Scisty zwigzek miedzy rozwigzaniem swobodnym a biegunami uktadu jest wykorzystywany do
projektowania wtasnosci dynamicznych na podstawie polozenia biegunéw uktadu na plaszczyznie
zespolonej. Idea polega na rysowaniu na plaszczyznie zespolonej tak zwanych linii pierwiastkowych,
ktére ilustruja zmiane potozenia biegunéw w zaleznosci od wybranego parametru uktadu’.

Zatozmy, ze zmiana pewnego parametru uktadu spowodowata przesuni¢cie biegunéw z pozycji ‘0’
na ‘x’:
a) I'm b) I'm c) Im
X O
Re
L 0

Re O |Re
o

X 0

Jak zmienita si¢ reakcja obiektu?

"tzn. lezacy w dodatniej potptaszczyznie zespolonej (o dodatniej czeséci rzeczywistej)
®? Patrz: metody upraszczania modeli, np. [13], [3/r.5.4]
@ Patrz: linie pierwiastkowe, metoda Evansa (np. [1]). W zasadzie jest to metoda przeznaczona do projektowania
uktadow sterowania, ale mozna jg rozszerzy¢ na dowolny liniowy obiekt
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7.2. Podstawowe badania — punkt rownowagi, odpowiedz skokowa i impulsowa
7.2.1. Sprawdzenie wyznaczonych biegunow
Réwnowazno$¢ roznych postaci wielomianu (I-5):
a,x" +.ta,x* +ax+ay=a,(x-2 N\x-1,).(x-1,) (I11-1)

mozna wykorzysta¢ do sprawdzenia poprawnosci wyznaczonych biegundéw uktadu (4;). Wyznaczanie
biegunéw (I1I-1) odbywa si¢ na podstawie rownania:

2
a,x" +..ta,x" +tax+a,=0 (111-2)
lub
a
2 a a
X"t —xt+ L x+0=0 (I11-3)
a}’l an a}’l

Na podstawie biegundéw mozna zapisa¢ postac iloczynowg wielomianu charakterystycznego:

(x=A Nx=4,)(x=4,), (I11-4)
ktéra moze zawiera¢ nie tylko wielomiany rzeczywiste (pierwiastki A; moga by¢ rzeczywiste i/lub
zespolone). Po wymnozeniu i uporzagdkowaniu wielomianu, uzyskujemy posta¢ ogolna:

n 2 5 a )
(x—/il)(x—/lz)...(x—/in)=x +ot—x"F+—x+— (I11-5)

n an an

Znajac wszystkie bieguny uktadu mozna odtworzy¢ réwnanie charakterystyczne uktadu oraz
sktadowa swobodng rozwigzania (I-35)+(1-39) z dokladno$cia wartosci wspotczynnikéw A4;,
wynikajacych z warto$ci wymuszenia i do warunkow poczatkowych.
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8. Analiza i projektowanie modeli pierwszego i drugiego rzedu
8.1. Wprowadzenie — znaczenie i zastosowanie modeli pierwszego i drugiego rzedu

W badaniach dynamiki szczegdlng rol¢ odgrywaja liniowe modele dynamiki drugiego rzedu,
poniewaz jest to najprostszy model, ktory moze reprezentowaé wszystkie typy biegundéw i zwigzane z
tym typy sktadowych swobodnych (p. 1.4.2). Na wykresach ponizej (Rys. III-3, Rys. III-4)
przedstawiono mozliwe typy odpowiedzi na wymuszenie skokowe w zadanym punkcie pracy. Dla
tego typu modeli opracowano wiec wiele metod projektowania obiektéw 1 uktadéw sterowania.

| »
Rys. II-3. Odpowiedz uktadu stabilnego na wymuszenie skokowe:
aperiodyczna (bez przeregulowan) i oscylacyjna (z przeregulowaniami)

»
» >

1
Rys. I1I-4. Odpowiedz uktadu niestabilnego na wymuszenie skokowe

Modele drugiego rzedu sg zazwyczaj efektem roznego rodzaju uproszczen zastosowanych na etapie
konstrukcji modelu lub podczas analizy. Modele tego typu pojawiajg si¢ czesto jako punkt wyjscia do
opracowywania réznych metod badania i projektowania uktadow automatyki, poniewaz:

- ich wlasno$ci dynamiczne nie zaleza od wymuszenia (punktu pracy),
- s3 dos¢ proste by wykona¢ badania analityczne,
- mogg opisac¢ kazdy przypadek reakcji - stabilny 1 niestabilny, z oscylacjami lub bez nich.

Badanie wtasno$ci dynamiki uktadow liniowych dowolnego rzgdu opiera si¢ na analizie biegundéw
uktadu, czyli pierwiastkdw réwnania (wielomianu) charakterystycznego. Poniewaz kazdy wielomian
rzeczywisty mozna roztozy¢ na iloczyn wielomiandw rzeczywistych stopnia pierwszego i/lub drugiego
(I-2), to oznacza, ze wlasno$ci ukladow wyzszego rzedu wynikaja ze ztozenia wlasnosci uktadow
pierwszego i1 drugiego rzedu. W pierwszym rzedzie dotyczy to stabilnosci, ale takze czasu ustalania
odpowiedzi (T;) i1 szybkosci zanikania (wystgpowania) oscylacji (Rys. I11-5).

h(t)4

xo _______ i Sliiiuiin, Sl i Sl {____

Rys. III-5. Charakterystyczne cechy

Wplyw kazdego z biegunoéw (4;) mozna oszacowaé w nastepujacy sposob [zrodio]:
- odlegtos¢ bieguna od osi urojonej, czyli |[Re(4x)| decyduje o czasie zaniku sktadowej swobodnej 7:

[Re(?, )| =4/T, (I11-6)
- oscylacyjnos¢ u wyznacza szybkos¢ thumienia kolejnych przeregulowan:
A Im
’—“:e‘z’””,gdziey:ﬁ (111-7)
4 Re()

Na podstawie najbardziej istotnych biegunéw stabilnego uktadu okresla si¢ w ten sposéb:
- stopien stabilno$ci = min|Re(4;)| ,
- stopien oscylacyjnos$i = max| Im(4x) / Re(4x)
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8.2. Analiza i projektowanie uktadu drugiego rzedu na podstawie biegunow

8.2.1. Wilasnosci rownan drugiego rzedu
Podstawowy sposob badania wtasnosci dynamicznych réwnania drugiego rzgdu typu:

a,X(t) + a; x(t) + ayx(t) = byu(t) (111-8)
polega na analizie rownania charakterystycznego:
a, A +ad+a, =0 (111-9)

za pomocg klasycznej metody wyznaczenia wyrdznika A i pierwiastkow 4, » (przy zalozeniu, ze a,#0):

=2 —
2a,

(111-10)

Na podstawie (III-10) mozna wskaza¢ rézne przypadki sktadnikow (I-35)+(1-39), jakie zawiera
rozwigzanie swobodne rownania drugiego rzedu (Tab. III-1).

Tab. I1I-1. Rozwigzania liniowego rownania drugiego rzgdu (a,#0)

Przypadek | Bieguny: 1, =atjo, L =ajw Rozwigzanie swobodne
A4>0 Re(i12)= (~a, ++A)/(2a,), Tm(21 2)=0 At 1 Ao
A=0 Re(Ai2)= —a, /(2a,), Im(1;2)=0 A + Ayt
4<0 Re(ho)= —a, /(2a,), Im(h12) V—A/(2a,)#0 Ae™ sin(ot + @), gdzie ..

Osiagniecie zalozonego celu badan nie zawsze wymaga wyliczenia biegundéw ukladu i wyznaczania
rozwigzania. W automatyce zazwyczaj wystarczy sprawdzenie warunkow, ktére determinujg
wiasnosci uktadu przez potozenie biegundw.

1° Jesli 4>0, to bieguny ukladu sa rzeczywiste (reakcja bez oscylacji) 1 warunkiem stabilnos$ci jest

spetnienie obu nierownosci:
—a, +A —a, —JA
ﬂ,lzal—\/_<0 /\jazal—\/_<0 (I11-11)
a

2a, 2a,
2° Jesli A=0, to uktad ma podwdjny biegun rzeczywisty (reakcja bez oscylacji), a stabilno$¢ wynika ze
spetnienia warunku:
iy "% 9 (I1-12)
© 2a,
3° Jesli A<0, to uktad ma par¢ biegunéw zespolonych (reakcja z oscylacjami), wigc warunkiem
stabilno$ci jest:

Re(l)=Re(d,) =L <0 (I11-13)

2a,

W przypadku gdy wszystkie parametry a», a; 1 ap sa rozne od zera, stabilno§¢ rownania mozna
réwniez okresli¢ na podstawie kryterium Hurwitza lub Routa. Dodac

Jesli ax#0, ale parametr ao lub a; moze by¢ réwny 0, to mamy szczegodlne przypadki rownania

(II1-8).

* Dla ay=0 - réwnanie jest rzedu drugiego a,¥(¢)+aX(¢)=u,(t), z dodatnim wyrdznikiem
(A =a12 >0) i mozna zastosowa¢ wzor (I1I-10), ale mozna tez zastosowaé proste przeksztatcenie:

a2/12+a1/1:/1(a2/1+a1)20 -4 =0 A /12:_—(11, (I11-14)
a,

Charakterystyczna cechg tego przypadku jest biegun zerowy (4;), co oznacza ze w odpowiedzi
uktadu wystepuje sktadnik o stalej wartosci (4e”). Tym samym, w najlepszym przypadku, uktad
znajduje si¢ na granicy stabilno$ci, o ile drugi biegun 4, < 0 (a; 1 a» s3 tego samego znaku).

* Dla a;=0 - réwnanie jest rzedu drugiego a,X(f)+a,x(t)=u,(t), a na podstawie (III-10)
otrzymujemy:

—da
A +ay=0 — A,== a—o, (ITI-15)
2
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Jesli parametry ap 1 a; sg tego samego znaku, to uklad ma par¢ biegunow urojonych (A<O,
Re(4;)=Re(4,)=0) 1 w odpowiedzi pojawig si¢ niegasnace oscylacje (uktad na granicy stabilno$ci).
Natomiast gdy znaki ag 1 a; sa przeciwne, to uktad ma dwa bieguny rzeczywiste (A>0) — jeden
dodatni i1 jeden ujemny (uktad niestabilny).

Podsumowanie wszystkich przypadkow (I11-11)+(I1I-15) przedstawiono na Rys. I11-6.

Oscylacje|bez oscylacji z oscylacjami
A>0 A=0 A<0

az;éO, Im 4 Im 4 Im 4 Im 4 gn Im

Re Re Re Re Re O Re
a#0, 01— —oo> —1—> —o—

i °

ao;tO

Im 4 Im
ax#0, Re Re
a1:07

Im Im 4 Im
a0, Re Re Re
ao=0 T
0

Rys. II-6. Przypadki ....

W ten sposdb mozna nie tylko bada¢ whasno$ci istniejgcych obiektdéw, ale takze projektowac wlasnosci
nowych ukladéow — dobiera¢ parametry (wymiary, materialy, ...) elementow, tak aby uktad wykazywat
okreslone wlasnosci (stabilnos¢, oscylacyjnosc). Na przyktad znajac dwa z trzech parametréw (ao, a; 1
ay) réwnania (I1I-8) mozna wyznaczy¢ przedzial wartosci nieznanego parametrow tak, aby uktad byt
stabilny/niestabilny i/lub zeby w reakcji uktadu wystepowaty lub nie oscylacje.

Tab. III-2. Przypadki liniowego réwnania drugiego rzgdu (a,#0)

Oscylacje|bez oscylacji z oscylacjami
Stabilnos¢ warunki A= a12 ~4a,ay >0 — Im(112)=0 A<0 — Im(l; 2)#0
—a, +VJA —a, —vJA —a
stabilny Re(41)<0 A Re(4)<0 |4 =al—\/_ <0 A 4 =a1—*/_ <0 |Re()=Re(,) =10
na granicy - =0V 4 =—% <o R “R T4 _
stabilnosci [RE)=0 A Re() SO=0Y A == < cl) =Retl) = -

:ﬂ>0 vV :ﬂ>0 Re(ﬂq)=Re(22)=;_a1>o
a

niestabilny [Re(4,)>0 V Re(42)>0 |4,

Odpowiedz skokowa, impulsowa, czestotliwosciowa (tu???)

8.3. Réwnania oscylacyjne i komplementarne
8.3.1. WilasnoS$ci i parametry rownania oscylacyjnego

Najbardziej charakterystyczng postacig modelu drugiego rzedu (III-8) jest rdwnanie oscylacyjne
zapisywane w postaci:
¥(t)+2ém, x(t) + @] x(t) = byu(t) , ,>0 (I1-16)

gdzie: ¢ - wspotezynnik thumienia, @, — pulsacja drgan wlasnych niettumionych (@,=2xf,, gdzie f, to
czestotliwo$¢ drgan wihasnych niettumionych). Na podstawie rownania charakterystycznego mozna

wyznaczy¢ bieguny uktadu:
[ [ III-17
ﬂ'lz_éa%l—i—wn §2_ :wn(_§+ gz_l) ( )

A =—a, —a)n\/é‘z—— = wn(—f—\/ﬁ)
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Analizujac wzor (I1I-17) mozna wykaza¢ ze uktad ma pare biegundéw rzeczywistych lub zespolonych,
lezacych w lewej lub prawej poélptaszczyznie zespolonej, a tym samym jego rozwigzanie jest
aperiodyczne lub oscylacyjne, stabilne lub niestabilne. Typ biegunéw zalezy jedynie od thumienia & .

Jesli &% =1, to pierwiastki sa rzeczywiste (reakcje bez oscylacii), a stabilnos¢ zalezy od znaku &

1°¢6>1 — ReA)=0 (§+\/§—)<O1Re(22 (5 \/—)<O—>ukiadstab11ny,

wtym £=1 — pierwiastek podwojny 4,, =—Sa@, <0,

2° £<-1 — Re4)=0 ( §+\/§—)>O i Re(4, )= ( &— \/—)>0 — uktad niestabilny
wtym £=—-1 — pierwiastek podwdjny A==, >0.
Jesli &2 <1, to pierwiastki sg zespolone (reakcje z oscylacjami), a stabilno$é rowniez zalezy od &
3°0<é<l — Re(d)=Re(l))=—¢w, <0 — uklad stabilny,
4° —1<¢£<0 — Re(t))=Re()) =—¢w, > 0— uklad niestabilny,
5° £=0 — Re(l,)=Re(,)=—¢w, =0— uklad na granicy stabilnos$ci
(pierwiastki urojone 4, =t®,).

Doda¢ dowdd w zatgczniku B?
Podsumowanie powyzszych zaleznosci przedstawiono na Rys. III-7.

TG
o

Rys. II-7. Zalezno$¢ biegunéw uktadu oscylacyjnego od thumienia &

Wplyw warto$ci thumienia ¢ na potozenie LA S S SRS T it e b kot oty

biegundw mozna rowniez przedstawi¢ w 5::0 : |00 |:
postaci tak zwanych linii pierwiastko- ! ! ! ! E 1 i
wych. Na Rys. III-8 tlumienie & zmienia ' ! ' ' : ' :
si¢ w zakresie od warto$ci -2 do 2 (strzatki g 0@ O
pokazuja kierunek wzrostu &). 2 é%'zi
0.5 1 1 1 1 i

) g 5 b

Re(i)
Rys. III-8. Linie pierwiastkowi fila 2<E<2 (w,=0.5)
Roéwnanie oscylacyjne (III-16) obejmuje przypadki reakcji z 1 bez oscylacji. Jedynie dla

utamkowych wartosci &, jest rOwnaniem oscylacyjnym sensu stricto, to znaczy, ze jego rozwigzanie
ma charakter oscylacyjny (zawiera skladowa sinusoidalng), poniewaz bieguny zawieraja cze$¢
rzeczywista (a) i urojong (w,):

h=-a+jo, gdzie: a=¢a,, o, =w,\1-& (1-18)

=== jo,’
Przedstawiajac bieguny na plaszczyznie zespolonej (Rys. III-9) 1 korzystajac z zaleznoSci
geometrycznych (III-19) mozna zauwazy¢ S$cisty zwigzek pomiedzy parametrami rownania
oscylacyjnego a potozeniem biegunéw.
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la| sw, _g (I11-19)

Rys. III-9. Parametry a potozenie
biegunéw uktadu oscylacyjnego

8.3.2. Rownania drugiego rzedu komplementarne do rownania oscylacyjnego
Nie kazde rownanie drugie rzedu mozna zapisa¢ w postaci rOwnania oscylacyjnego. Réwnaniem
komplementarnym do oscylacyjnego jest zapis:
i)+ 28w, X(t)— o] x(t) = byu(t), ©,>0 (I11-20)
Bieguny uktadu wyznaczone na podstawie rownania charakterystycznego maja postaé:

Ay ==, £, E + =a;n(_§i1/§2 +1) (I1-21)

Ze wzoru (III-21) od razu wynika, ze réwnanie (I1I-20) ma tylko rzeczywiste bieguny, a doktadniejsza
analiza pokazuje, ze niezaleznie od wartosci ttumienia ¢, jeden biegun jest zawsze ujemny a jeden
zawsze dodatni:

1°£6>0 — 4 =a)n(—§+w/§2 +1)>0 i1, =a)n(—§—\/§2 +1)<0 — uktad niestabilny,
2°8<0 — A =a)n(—§+w/§2 +1)>0 i1, =a)n(—§—\/§2 +1)<0 — uklad niestabilny.

Roéwnanie komplementarne zawsze jest niestabilne.

Zaréwno w rownaniu oscylacyjnym (III-16), jak i komplementarnym (III-20) wystepuje warunek
®,>0. Wobec tego zapisy te nie obejmuja przypadku:
X(t)+ ax(t) = byu(t) (I11-22)
czyli rOwnania z zerowym biegunem (III-14), to znaczy uktadu na granicy stabilnosci.

8.3.3. Analiza wlasnosci dynamiki na podstawie thumienia ukladu
Z wlasnosci rownania oscylacyjnego i komplementarnego wynika druga metoda badania whasnosci
uktadow drugiego rzedu. Nalezy najpierw sprowadzi¢ badany model do jednej z postaci (III-16),
(II1-20) lub (I1I-22), przyjmujac wymagane zatozenia i wykorzysta¢ wtasnosci tych rownan. Tak wiec
w og6lnym przypadku réwnan typu:
a,X(t) + a;x(t) + agx(t) =u, (¢) (I11-23)
moga wystapic nastepujace przypadki.
1° Jesli a>#0 1 ag /a>>0, mamy rdwnanie oscylacyjne:
() + 28w, X(1)+ > x(t) = byu(t) , >0 (I-24)

0+ o+ 2o = Lu)
a a a
W tym przypadku nalezy wyznaczy¢ pulsacj¢ i thumienie:

a a

a)2 :_0 a)n = —
n
a, a,
— , (111-25)

2w =4 _a |a _ q

n - -

a, 2a,\a, 2|a,a,

Wyrazenie pod pierwiastkiem /ay,a, jest zawsze dodatnie, co wynika z wczesniejszego warunku

ap/a>> 0. Wiasno$ci uktadu (stabilnos¢, oscylacje) zaleza jedynie od tlumienia ¢.

2° Jesli a,#0 1 ag/a>< 0, to mamy przypadek rownania komplementarnego do oscylacyjnego:
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X(1)+ 28w, x(t) - @) x(t) = byu(t), @,>0

111-26
0+ wo+ 2 ) = a0 (111-26)
a, a, a,

Rownanie jest zawsze niestabilne, niezaleznie od wartosci ¢ — p.(111-20)
3¢ Jesli a»#0 1 ap=0, otrzymujemy rownanie z zerowym biegunem:
a,X(t)+a,x(t)=u,(t), (I11-27)
ktore jest albo na granicy stabilnosci, albo jest niestabilne (II1-14).....

8.4. Zadania — badanie i projektowanie ,jakosciowe” (LISTA 02, LAB 05)

8.4.1. WilasnoS$ci liniowych réwnan drugiego rzedu

W tabeli Tab. III-3 zestawiono wtasnosci rownania rozniczkowego drugiego rzedu. Uzyskane
wnioski s3 podstawag dla metod prostego, ,,jakosciowego” projektowania wilasnosci dynamicznych
obiektow 1 uktadow sterowania.

Tab. I11-3. Wtasnosci liniowych rownan drugiego rzgdu (a,=0)
a,X(t) + a;x(t) + ayx(t) =u, ()

przypadki agpla, >0 agla; <0 ay=0
réwnanie réwnanie oscylacyjne: X + 2&awx + 0’x=u ,w>0 " (kompl.) |7 (catk.)
wyroznik 4 A4>0 A=0 4<0 A=0 A>0 A4>0 A>0
thumienie & E<-1 E=-1 -1<€<0 &=0 0<€E<l E=1 E>1 -00<E<0

bieguny 4; |Re(4;) >0 |4;=4;,>0|Re(4)>0 [Re(4)=0 [Re(4)<0 |41=4,<0 [Re(4)<0 [4,<0, ,>0 (1,=0, 4,
Im(4) =0 |Im(4) =0 |[Im(4)=0 |Im(1)#0 |Im(1)#0 [Im(4)=0 |Im(1)=0 |Im(1)=0 |Im(A)=0

Im Im 4 Im4 Im Im Im 4 Im 4 Im Im Im
Re Re ORe Re | © |Re Re Re Re Re Re
o> | T -1 | 00—
[ ] [ ]

na .
stabilnos¢ niestabilne granicy stabilne niestabilne | E4MCY stab.
lub niestab.
stab.
oscylacje bez oscylacji | oscylacje | bez oscylacji

" Réwnanie postaci X + 2Eax — 0’ x = u, @ > 0

" Rownanie X +bX = u ma dwa rzeczywiste pierwiastki, w tym A, =0.

Na przyktad, jesli A>0, to uktad moze by¢ stabilny lub nie, ale na pewno w odpowiedzi nie pojawig si¢
oscylacje. Jesli A<0, to w odpowiedzi wystapig oscylacje (mniej lub bardziej widoczne), a warunkiem
stabilnosci jest —q, /a, <0, czyli ten sam znak parametrow a; 1 a,.

Jesli wszystkie wspolczynniki rdwnania rozniczkowego (a»2, a1, ap) moga przyjmowac¢ dowolne
wartos$ci (takze zero), to mozliwo$ci zawarte Tab. I1I-3 nalezy uzupeti¢ o dwa przypadki:
- jesli ;=0 mamy réwnanie pierwszego rzedu:
a,x(t) +ayx(t) =u, (t) (111-28)
z jednym pierwiastkiem A, =—q, /a,, ktére moze by¢ stabilne lub niestabilne (w tym 4, =0),
- jesli a;=a;=0 mamy rownanie statyczne:
apx(t)=u,(t) (111-29)
w ktoérym wilasnosci dynamiczne nie wystepuja, czyli jest zawsze stabilne.
Zaktadajac, ze wspoOtczynniki rownan roézniczkowych 1+8 sg dodatnie (a, b, ¢ >0), ponizsza tabela
zawiera r6zne warlanty rownan drugiego rz¢du, rdéznigce si¢ znakami wspdlczynnikow.
Podsumowujac :

O/N g &0, gdy ... Re(X), Im(2)

1 ax(t)+bx(t) +cx(t) = u(t)

2 ax(t)+bx(t) —cx(t) = u(t)
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ax(t) —bx(t) + cx(t) = u(t)

ax(t)—bx(t) —cx(t) = u(t)

—aix(t) +bx(t)+ cx(t) =u(t)

—aix(t)+bx(t) — cx(t) = u(t)

—ai(t) —bx(t) + cx(t) = u(t)

0| || DN B W

—ai(t) —bx(t) —cx(t) = u(t)

Dodac¢ analize r.2.rz¢du przez kryterium Routha

8.4.2. Przykladowe zadania projektowe (LISTA 02)

Wynik analizy uktadu za pomoca analizy biegundéw i wspotczynnika thumienia ¢ musi by¢
oczywiscie ten sam, co mozna wykorzysta¢ do wybrania metody, ktora w danym przypadku bedzie
prostsza, albo do sprawdzenia poprawnosci uzyskanych wynikow. Dodatkowo mozna zastosowac
kryterium Routha do potwierdzenia wynikow.

1° Dobierz a tak aby w odpowiedzi uktadu nie pojawiaty si¢ oscylacje.
2° Dobierz a tak aby uktad byt stabilny.
3° Dobierz a tak aby uktad dochodzit do stanu réwnowagi bez przeregulowan (stabilny, bez oscylacji)
4° Kiedy uktad jest niestabilny i1 bez oscylacji
5° Odpowiedz skokowa uktadu stabilizuje si¢ na poziomie x,,
Z réwnania statycznego wyznacz a tak by dla u=1 stan ustalony wynosit 10. Nast¢pnie dobierz a;
tak by uktad byl stabilny

Doda¢ (przyktady obiektow)
Wybor metody ....

Poprawnos$¢ biegunow:
W przypadku uktadéw drugiego rzgdu sprawdzenie poprawnosci:
o2 raita,=0 o  a(A-A4)A-A)=a (P - (4 + 1)+ 4,) (I11-30)
Stad wynikaja wzory Viéte’a dla wielomianu drugiego stopnia:
4o

—(4+4,)= Z—l oraz LA, = = (I11-31)
2 2

Doda¢. Zastosowanie wzorow Viéte’a do projektowania (dobory parametréw) — kiedy 1 jak.

Wzory (I-6) sa prawdziwe (a,#0) mozna wykorzysta¢ jako narzedzie pomocnicze przy wyznaczaniu
pierwiastkdéw, podobnie jak wzory skroconego mnozenia

1° Wyznacz bieguny i sprawdz poprawnos¢ wyznaczonych wzoréw dla:
a) dowolnego rownania drugiego rzedu (111-8),
b) réwnania oscylacyjnego (II1-16),
c¢) rownania komplementarnego do rdwnania oscylacyjnego (I111-20).
2° Uktad ma dwa ujemne bieguny: -10 i -2. Odtwérz model obiektu. Czy ten model jest
jednoznaczny? Co mozna powiedzie¢ o wspotczynniku thumienia tego uktadu? )

8.4.3. Charakterystyki czasowe modelu oscylacyjnego (LAB 05)

Przedmiotem badan sa wilasno$ci réwnania oscylacyjnego (III-16), ktére wynikaja z analizy
teoretycznej wzorow na pierwiastki rownania charakterystycznego.

Tab. I11I-4. Odpowiedzi czasowe cztonu oscylacyjnego

Przedziat Wybrana Potozenie biegunow Odpowiedz skokowa Odpowiedz impulsowa
wartos¢ ¢ w uktadzie Im(Re) h(t) k()
=
1<E<0
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=0
0<E<1
1<¢

Na laboratorium odtworzy¢ te wykresy:

1° Wyznacz przedzialy wartosci &, ktore odpowiadajg roznym typom reakcji uktadu na zmiany —
stabilny/niestabilny, z/bez oscylacji. Okresl potozenie biegundéw uktadu na plaszczyznie zespolonej
dla wyznaczonych przedziatow wartosci ¢ 1 na ich granicach.

2° Przygotuj schemat 1 skrypt do badan symulacyjnych, przewidujac mozliwo$¢ uruchomienia
symulacji od dowolnego stanu rownowagi (punktu pracy):
- sparametryzuj funkcje skokowg na wejsciu (zmienne u0 1 du),
- oblicz w skrypcie warunki poczatkowe dla blokow catkujacych,
- sprawdz przygotowany model przez wykonanie symulacji w stanie rdwnowagi (du=0).

3° Wykonaj symulacje typowych reakcji uktadu przy pobudzeniu skokiem jednostkowym u=1(t) dla
wybranych warto$ci wspotczynnika thumienia ¢.

4° Powtdrz punkt 3° dla pobudzenia impulsowego u;=0(t): Doda¢ opis
- zaproponuj sposob realizacji funkcji, ktora przybliza impuls Diraca,
- przed wykonaniem symulacji sprobuj przewidzie¢ przebieg wykresow (=).

Zilustrowa¢ wilasno$ci wynikajace z rys. Rys. 11I-10
8.5. Odpowiedzi skokowe i impulsowe uktadéw drugiego rzedu

8.5.1. Typyiparametry odpowiedzi skokowych rownania oscylacyjnego

Typowym elementem badania dynamiki obiektow jest obserwacja reakcji ukladu na skokowsa
zmiang warto$ci zmiennej wejsciowej Rozwigzanie rOwnania drugiego rzedu jest na tyle proste, ze
mozna wyznaczy¢ doktadny wzor funkcji i1 przeprowadzi¢ jego analize, wykorzystujac typowe
operacje badania przebiegu funkcji (zatacznik B.2).

Odpowiedz skokowa znormalizowanego' réwnania oscylacyjnego :

(1) + 28w, X(t)+ o) x(t) = o u(t), ©,>0 (I11-32)

- dla |&] > 1 ma postac:

| a, it o ot~ §+wl§ -1 w( §+F) §+w/§ ( 52_1)t
a —0y (2 2%) 2w/ 2\/
gdzie o, =—¢w, +a)n\/§2 -1, o, =, —a),ﬂlfz -1;

- dla |¢] < 1 mozna przedstawi¢ w rézny sposob:

(111-33)

‘ ‘ . 2
142719 favjon _ETIDr ajon _ “E WIS e _ZEFANIE o (I11-34)
2jw, 2jo, 2j\1-&° 2j1-¢°

sin(w, \1-&%1) (I11-35)

l—ea{COSa)rt —isina)rtj =] cos(@,/1 ~&'n+ :
J1-&

a)}"
a’+w? , 1 ‘s [
l-—— e sin(,t+¢,)=1- e sin(@,\1-¢&7t+¢)) (I11-36)
@, J1-&2
2, 2
a +w; 1
1-—" ¢ cos(w,t — ¢, ) =1~ e cos( 1-&%t - (/)2) (I1-37)

T

: - -
gdzie: Ay =a+ jo,, 1, =a—-jo,, a=—o,, 0, =0,J1-E*, ¢, :arctg(—”} o, :arctg(—a)
a 1)

7

' Wzmocnienie uktadu k=1
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Wzor pochodnej odpowiedzi skokowej i poréwnaj go ze wzorem na odpowiedz impulsowa.
Analizujac przedstawione rozwigzania, w szczegélnosci wzory (III-33) i (III-36), mozna wskazac
interpretacje 1 uzasadnienie nazw parametrOw rownania oscylacyjnego (&, @,). Ttumienia ¢ ... Pulsacja
wlasna uktadu w,, a precyzyjnie pulsacja drgan wtasnych niettumionych™ ...

Parametry te maja wptyw na charakterystyczne cechy odpowiedzi skokowych:

- czas ustalania si¢ odpowiedzi, czyli ...

- przeregulowanie, czyli ...

Sa one czesto stosowane w automatyce i petnig rolg wskaznikow jakosci .....

Na Rys. III-10 przedstawiono w jakosciowy sposob relacje pomiedzy wartoscig parametrow &, w, (co
odpowiada potozeniu biegundéw - Rys. III-9), a przebiegiem odpowiedzi skokowej stabilnego czlonu
oscylacyjnego dla &<1:

- odleglos¢ od osi urojonej (|[Re(412)|) decyduje o szybkosci ustalania odpowiedzi (stabilizacji),

- tlumienie ¢ odpowiada gtownie za wielko$¢ przeregulowania,

- pulsacja w, odpowiada gtownie za czestotliwos$¢ oscylacji.

@ _ A A
d /§—0.4 Im h(t)
E=09
gl e
A lz Re X | e LLLLL
i
';1’ b o
d e - : >

Rys. III-10. Potozenie biegundéw a odpowiedz uktadu oscylacyjnego
Stosujac klasyczne metody badania przebiegu zmienno$ci funkcji mozna wyznaczy¢ doktadne wzory

Powyzsze zaleznosci mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia podstawowych wskaznikow jakosci na
podstawie parametrow £ 1 w,, lub do projektowania uktadow o zadanych wskaznikach jakosci.
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9. Portrety fazowe

9.1. Wprowadzenie - definicja i wkasnosci portretu fazowego

Portret fazowy to rodzina trajektorii w uktadzie wspotrzednych [x, x], przedstawiajacych
zachowanie obiektu obserwowane przy stalym wymuszeniu ale dla r6znych warunkéw poczatkowych,
ktére sa wowczas jedyng przyczyng zmian obserwowanych w ukladzie. Jest to graficzny sposob
zobrazowania wiasno$ci dynamicznych obiektow 1. lub 2 rzedu liniowych i nieliniowych ®'. Portrety
fazowe najtatwiej jest uzyska¢ metodami symulacyjnymi na podstawie rownan rézniczkowych (=).
Ilo$¢ trajektorii koniecznych do odtworzenia portretu mozna znacznie ograniczy¢ ze wzgledu na jedng
z podstawowych wlasnosci — trajektorie nie przecinajg si¢ poniewaz badane sa uktady
deterministyczne®.

9.2. Portrety fazowe uktadéw liniowych (LAB ...)
W uktadach liniowych mozna wyrdzni¢ sze$¢ charakterystycznych typodw portretow, zwigzanych
polozeniem biegundéw uktadu (Rys. III-11).

fm 4 Im 4 Im Im Im Im 4
e b e e e L
(o] + (o)
AN Ak X X \ o
X & D X x [ & X X \/{/x
y AR
wezet stabilny  ognisko stabilne centrum ognisko niestabilne wezet niestabilny siodlo

Rys. III-11. Charakterystyczne typy portretow fazowych uktadow liniowych

Kazda trajektoria portretu reprezentuje ewolucje stanu obiektu od okreslonego warunku
poczatkowego. Jesli uktad jest stabilny to dazy do punktu rownowagi, a jesli jest niestabilny to si¢
oddala od tego punktu. Kierunek zmian (strzalk¢ czasu na trajektorii) okresla si¢ jednoznacznie na
podstawie wlasnos$ci funkcji pochodnej — jesli pochodna jest dodatnia to funkcja rosnie (x>0 = x1),
jesli pochodna jest ujemna to funkcja maleje (X <0 = x]), pochodna réwna 0 oznacza maksimum lub
minimum funkcji.

Portrety fazowe uktadéw liniowych dobrze ilustruja wlasno$¢ globalnej stabilnoSci lub
niestabilnosci tych uktadéw. Poniewaz w ukladzie liniowym jest mozliwy tylko jeden punkt
rownowagi (=), wiec uktad stabilny dazy do tego punktu niezaleznie od warunkow poczatkowych
(jest stabilny globalnie).

Na podstawie przedstawionych wlasnosci portretow fazowych wyjasnij nastepujace spostrzezenia
praktyczne, dlaczego:
1° trajektorie przecinajg o$ x pod katem 90°,
2° punkt rownowagi znajduje si¢ na osi x,
3° przy wymuszeniu zerowym punkt rownowagi lezy w Srodku uktadu wspotrzednych,
4° 7 trajektorii mozna odczyta¢ amplitudy przebiegu rozwigzania swobodnego. (*')

Jaki wplyw na portret fazowy uktadu ma warto$¢ wymuszenia u? (*)

9.3. Symulacyjne generowanie portretéw fazowych

9.3.1. Wprowadzenie — warunki generowania portretéw

Portret fazowy w programie symulacyjnym powstaje przez wielokrotne uruchomienie obliczen
reakcji obiektu dla stalego wymuszenia (zwykle réwnego zero) i réznych warunkow poczatkowych
oraz przedstawienie wynikow w uktadzie wspotrzednych [x, x]. To oznacza, ze badany model moze

®' Portrety fazowe maja szczegblne zastosowanie w przypadku wystepowania nieliniowoéci typu nasycenie, strefa
nieczutos$ci, przekaznik, ..., czyli funkcji nier6zniczkowalnych. Wigcej np. w [3/r.2.4]
@7 przejscie z jednego punktu przestrzeni do kolejnego jest okre§lone (nie ma mozliwosci wyboru)
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by¢ co najwyzej drugiego rzedu i musi umozliwi¢ zainicjowanie roéznych warunkéw poczatkowych'.
Model moze by¢ nieliniowy i moga to by¢ nawet funkcje typu nasycenie, strefa martwa, przekaznik,
itp.” — portrety fazowe wspomagaja szczegdlnie badania stabilnosci takich wlasnie przypadkow.
Wilasno$ci modeli liniowych mozna bada¢ w prostszy sposob (nawet analitycznie) a na podstawie
polozenia biegunow tatwo przewidzie¢ typ portretu (wezel/ognisto stabilne/niestabilne, centrum,
siodlo). Portrety modeli nieliniowych sa bardziej ztozone, na przyktad moga zawiera¢ wiecej niz jeden
punkt réwnowagi a stabilno$¢ trajektorii moze zaleze¢ od warunkoéw poczatkowych. Nieznajomo$é
obszaréw stabilno$ci utrudnia generowanie nieznanego portretu, wiadomo jednak, ze model
rézniczkowalny ma w odpowiednio matym otoczeniu kazdego punktu rownowagi portret podobny do
uktadow liniowych.

9.4. Zadania (LAB...)

9.4.1. Portrety ukladow liniowych

Celem badan jest wygenerowanie charakterystycznych typéw portretow fazowych uktadu
liniowego drugiego rzgdu (Rys. III-11).

1° Wygeneruj wszystkie typy portretow fazowych réwnania oscylacyjnego oraz portret typu siodto.

Wykorzystaj model przygotowany w punkcie 8.4.3. Dobierz warto$ci parametréw rownania i

warunki poczatkowe, dla ktorych mozna uzyskaé typowe portrety.

Uwagi do wykonania:

- wykorzystaj mozliwo$¢ wsadowego uruchamiania symulacji i napisz skrypt realizujacy
zadanie,

- ustal stale wymuszenie i wybierz warunki poczatkowe w roznych punktach ptaszczyzny stanu
(nie tylko na osiach),

- w przypadku ukladow niestabilnych zwr6¢ uwage na odpowiedni dobor warunkéw
poczatkowych 1 czasu symulacji (przy szybkim oddalaniu si¢ od punktu réwnowagi moze
nastapi¢ przekroczenie zakresu warto$ci zmiennych),

- zaznacz kierunki trajektorii i punkt (punkty?) rownowagi, okresl stabilno$¢ uktadu.

2° Okres$l zwigzki pomiedzy wygenerowanymi portretami fazowymi a typami odpowiedzi skokowych
otrzymanymi w punkcie 8.4.3. Wskaz odpowiadajace sobie punkty wartosci ekstremalnych na
wykresach czasowych i portretach.

9.4.2. Portrety ukladow nieliniowych

Jako przyktad analizy uktadéw nieliniowych niech postuzag dwa rownania, pozornie niewiele
rdznigce si¢ od badanego wczesniej rownania liniowego drugiego rz¢du:
ax+bx+cex? +dx=F (I11-38)
oraz
ai+bi+cx’ +dx=F (I1-39)
W przypadku odpowiednio dobranych warto$ci parametrow powyzsze rOwnania moglyby opisywac na
przyktad model dynamiki uktadu z nieliniowg sprezyna (=).

Celem badan jest wygenrowanie portretoéw fazowych réwnan(Ill-38) i1 (III-39) oraz okreslenie
stabilno$ci tych ukladow. Rownania sg nieliniowe i trudno jest przewidzie¢ wyglad portretow (=),
wiec przed rozpoczeciem symulacji warto zwroci¢ uwage przynajmniej na rzad modelu, na postaé
réwnania statycznego i ilo§¢ punktow rownowagi.

1° Wykonaj portret fazowy badanego rownania dla nastepujacych przypadkow:
a)a=1,b=1,c=0.01,d=-10, Fy=0,
b) a=1, b=1, c=-0.01, d= 10, F,=0.

Zaznacz kierunki trajektorii. Wskaz punkt/punkty rownowagi. Okresl stbilno$¢ uktadu.

2° Okresl wptyw wskazanych parametrow na ksztatt portretu badanego rownania:
- jak si¢ zmieni portret dla ) > 0?
- jak zapewni¢ zeby uktad miat punkt rownowagi na przyktad w punkcie x,=5?

3° Wykonaj linearyzacj¢ badanego réwnania 1 zbadaj stabilnos$¢ uktadu analitycznie (=).

! tego warunku nie spetiaja modele w postaci transmitancji
? nieliniowe nierézniczkowalne
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