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Wstep

Monografia do analizy i symulacji wlasnos$ci dynamicznych
prostych uktadoéw fizycznych. Zakres materiatu ogranicza si¢ do przedstawienia podstawowych metod,
ktére wprowadzaja Czytelnika w typowe problemy automatyki, czyli badanie reakcji obiektow na
zachodzace zmiany w celu przygotowania do projektowania odpowiednich uktadow sterowania. Duzy
nacisk potozono na fizyczng interpretacje 1 praktyczne zastosowanie opisywanych metod w
odniesieniu do zjawisk, ktoére zachodza w typowych procesach technologicznych. Poprzez studium
prostych przypadkéw Czytelnik ma szans¢ naby¢ pewnego dos§wiadczenia, ktore pomoze zdefiniowac
napotykane problemy, wybra¢ najbardziej skutecznag metod¢ postepowania 1 rozwigzywacé bardziej
ztozone zadania. W prezentacji poszczegdlnych tematéw zwraca si¢ szczegdlng uwage na mozliwosci
weryfikacji wynikow (samokontrolg).

Zaklada sie, ze Czytelnik posiada podstawowe wiadomos$ci' na temat réwnan algebraicznych i
rozniczkowych, przeksztatcenia Laplace’a, zjawisk z fizyki klasycznej oraz pewne do$wiadczenie w
pisaniu prostych programow. Najistotniejsze informacje z tego zakresu przedstawiono we
wprowadzeniu.

Podrgcznik zawiera krotkie wprowadzenia do zagadnien analitycznych zilustrowane modelami
dynamiki najprostszych obiektow z réznych dziedzin. Uzupelnieniem jest opis zastosowania modeli w
badaniach symulacyjnych w srodowisku Matlab oraz Scilab (v.6.01) i Octave ().

Oznaczenia i symbole
- oznaczenia w og6lnych wzorach:

t—czas, s J — jednostka urojona

u, u(t) — funkcja wejsciowa (wejscie/pobudzenie) s —zmienna zespolona

X, X(t) — rozwigzanie r.rozniczkowego (odpowiedz uktadu) K — wzmocnienie

X, X(t) — zmienna stanu (czasem takze wyjscie) T, T, — state czasowe, s

¥, y(t) — wyjscie T, — czas rozniczkowania, s

1(#) — skok jednostkowy T; — czas calkowania, s

d(f) — impuls Diraca o — czg$C rzeczywista pierwiastka
h(t) — odpowiedz skokowa (reakcja na 1(¢)) S — czg$¢ urojona liczby zespolonej
2(f) - odpowiedz impulsowa (reakcja na d(%)) @ — przesuni¢cie fazowe, rad lub °

A —biegun uktadu, pierwiastek wielomianu
¢ — thumienie (wspotczynnik thumienia)
 — pulsacja (2znf), rad lub °

- oznaczenia parametrow fizycznych:

A — powierzchnia, m’ m — masa, kg

b — wspoélezynnik thumienia (tarcia), Ns/m p — cisnienie, Pa

C — pojemnos¢ elektryczna, F=C/V QO — ciepto, J=Ws

C, — pojemnos¢ cieplna, W/K q — strumien ciepta, moc, W
¢ — wspotczynnik sztywnosci, N/m q — tadunek elektryczny, C
¢, — cieplo wlasciwe materiahu, J/(kg-K) R — rezystancja, Q=V/A

F —sita, N T — temperatura, K lub °C
- przeptyw objetosciowy, m®/s u — napigcie, V

g — przyspieszenie ziemskie, 9,8 1m/s’ ¥ — objetosé, m’

h — wysoko$¢, m v — predkosé, m/s

i — natgzenie pradu, A X — przesunigcie, m

K. — wspotczynnik przewodzenia, W/K Z — impedancja, Q=V/A

L — indukcyjno$¢, H=Vs/A p — gesto$é materiatu, kg/m’

Poniewaz w programach symulacyjnych nie ma mozliwosci doktadnego odwzorowania wszystkich nazw zmiennych (nie
ma indeksow), wigc przyjeto nastgpujaca zasade, ze symbol gtowny jest pisany duza literg a indeks — matymi literami. Na
przyktad zmiennej 7., we wzorze odpowiada zmienna Twew w programie symulacyjnym.

Oznaczenia w roboczej wersji opracowania:

» niebieskie — pojecia/definicje na egzamim, w szczegdlnosci te pojecia wyrdznione boldem

* male, szare — uzupehienia, np. dowody, przeksztatcenia (alternatywa - w tresci tylko tytuly, a rozwinigcie w
zalacznikach?)

* Do uzupetnienia, sprawdzenia lub poprawienia (oznaczenie robocze)

+  Komentarze (np. listy), pomysty na uzupetnienie/rozszerzenie (oznaczenie robocze)

! w zakresie szkoty $redniej i pierwszego roku studiéw technicznych
-5- 1 REKOPIS OPWr (wer.Skrypt57.doc)



Dynamika uktadéw - podsta analizy | symulagii

l. Wprowadzenie

Przedmiotem opisywanych badan jest matematyczny opis uktadu fizycznego (np. elektrycznego,
mechanicznego, hydraulicznego, cieplnego), ktory bedzie mozna wykorzysta¢ do analizy i symulacji
tego ukladu. W szczegodlnosci omawiane zagadnienia maja zastosowanie do badania wlasnosSci
dynamicznych obiektow (proceséw) technologicznych i uktadow sterowania (automatyki) dla tych
obiektow. Podstawg dla rozwazan jest ponizsze, krotkie wprowadzenie (powtdrka) podstawowych
poje¢ i zagadnien z matematyki, fizyki i wybranego programu symulacyjnego.

1. Podstawowe pojecia i narzedzia matematyczne (powtérka z matematyki)

Opis 1 badanie dynamiki obiektow (uktadow) wymaga podstawowych umiejetnosci z rdéznych
dzialéw matematyki elementarnej i analizy matematycznej. Rozdzial 1.1 jest swoistym zestawem stow
kluczowych do zweryfikowania 1 uzupelnienia wiedzy koniecznej do prowadzenia badan
analitycznych obiektow.

1.1.  Model obiektu (ukitadu)

1.1.1. Formy modeli

Model obiektu opisuje zachowanie wybranego uktadu (fizycznego, chemicznego, biologicznego,
ekonomicznego, ...) za pomocg zmiennych, ktore reprezentujg pewne wiasnos$ci uktadu®. Zmienne te
mozna podzieli¢ na:

- zmienne wejsciowe (wymuszenia) — ich warto$¢ jest wymuszana na zewnatrz (nie zalezy od tego
si¢ dzieje w ukladzie),

- zmienne wyjsciowe (rozwigzania) — ich warto$¢ jest rezultatem dziatania uktadu.

State wtasnos$ci uktadow nazywane sg parametrami.

Konstrukcja modelu przeprowadzana na podstawie opisu procesOw zachodzacych na obiekcie
nazywa si¢ modelowaniem. Wynikiem tego procesu jest model analityczny (wyrazenie/wyrazenia
matematyczne). Jesli znane sg warto$ci parametrow funkcji, to na podstawie modelu analitycznego
mozna rysowac roznego typu wykresy (charakterystyki). Wykresy moga by¢ rowniez zdejmowane
eksperymentalnie na rzeczywistych obiektach. Odtworzenie modelu analitycznego na podstawie
wykresu nazywamy identyfikacja (Rys. I-1).

Modelowanie =I Model I_.| Wykresy|

Obiekt

fizyczny >
Wykresy Identyfikacja @I

Rys. I-1. Modelowanie i identyﬁkacja

Funkcja matematyczna opisujaca zachowanie uktadu moze wystepowaé w postaci jawnej fiuy, ..., Un)
lub uwiktanej F(uy, ..., U, X1, ..., uy) (Rys. 1-2.).
Jawna posta¢ funkcji uzyskuje si¢ na drodze przeksztalcen

. : R . ‘ . ur - X1
analitycznych - rozwigzania funkcji uwiklanej. Programy u xS iy s Um) |
symulacyjne pozwalaja obliczyé (narysowa¢) wykres zarowno na " | >
podstawie postaci jawnej, jak i uwiktanej. Rys. 1-2. Model ukfadu

Modele mozna podzieli¢ na modele statyczne x(u), opisujace uktad w stanie rownowagi oraz modele
dynamiki, przedstawiajace reakcje uktadu x(7) na zmienne wymuszenia u(z).

Podstawowe zadanie w dziedzinie automatyki dotyczy badania dynamiki uktadéw i polega na
wyznaczeniu funkcji opisujacych przebieg zmiennych wyj$ciowych obiektu na podstawie modelu
dynamiki w postaci uktadu réwnan algebraicznych i/lub rézniczkowych oraz znanej (zadanej) funkcji
opisujacej stany/zmiany zmiennych wejsciowych. Wzor, ktory jest rozwigzaniem takiego zadania po
pierwsze ma zlozong postaé, a po drugie moze by¢ bardzo trudny lub wrgcz niemozliwy do
wyznaczenia (model wystepuje w postaci uwiktanej). Tymczasem w praktyce inzynierskiej zazwyczaj
ten wzoOr nie jest potrzebny - wystarczy znajomos¢ charakterystycznych cech rozwigzania, a te mozna
okresli¢ w prostszy sposob, stosujac przeksztalcenia 1 wlasnosci funkcji znane na przyktad z algebry
czy trygonometrii (Rys. 1-3).
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mo.del.: F(u, x) wyznaczenie wyjécia: x(2) badanie przebiegu cechy
wejscia: u (1) rozwigzania ' zmiennosci funkcji x(¢)| rozwigzania
(zadany problem) I
[ przeksztatcenia | zadanie/zadania metody analizy
rownorzedne  (zasady wnioskowania

Rys. I-3. Analiza wtasnos$ci dynamicznych obiektu

Jednym z pierwszych elementéw analizy wiasnos$ci, jest prosta klasyfikacja typu modelu (réwnan i
funkcji), ktora pozwala okresli¢ od razu niektore cechy obiektu i wybra¢ metode dalszych badan.
Podstawowa klasyfikacja dotyczy liniowosci funkcji, bowiem zdecydowana wigkszo$§¢ metod
analitycznych dotyczy modeli liniowych.

Podczas konstrukeji i analizy modeli uktadow stosowane sa nastepujace narzedzia matematyczne:
— funkcje algebraiczne, np. wielomiany, funkcje wymierne i niewymierne,

— funkcje przestgpne (wyktadnicze, logarytmiczne, trygonometryczne i cyklometryczne),

— rachunek rézniczkowy i catkowy (np. réwnania rozniczkowe, ...),

— rachunek operatorowy (np. przeksztatcenie Laplace’a 1 Fouriera),

— szeregl funkcyjne (np. Fouriera, Taylora, Laurenta).

Przeglad podstawowych informacji z tego zakresu zawarto w kolejnych punktach rozdziatu.

1.1.2. WlasnoSci statyczne i dynamiczne

Model statyczny to najprostszy opis wlasno$ci obiektu (uktadu). Przedstawia on zalezno$ci
pomigdzy zmiennymi wejsciowymi i wyjsciowymi uktadu w warunkach rownowagi, to znaczy gdy
warto$ci zmiennych wejSciowych 1 wyjéciowych state. Modele statyczne, opisywane w niniejszym
opracowaniu, maja posta¢ réwnan algebraicznych (r.1.2).

Graficzna reprezentacja wlasno$ci statycznych — charakterystyka
statyczna (Rys. I-4) pozwala odczyta¢ wartosci wyjs¢ na podstawie
wartosci wejs¢, np. x(up), x(ux). W najprostszych przypadkach sa to

funkcje liniowe  (np.: x=awu). W rzeczywistych warunkach U
zalezno$ci liniowe praktycznie nie wystepuja, ale sa bardzo czesto
stosowane jako przyblizenie opisu rzeczywistych obiektow. Rys. I-4. Charakterystyka statyczna

Model dynamiki ukladu opisuje sposob reakcji ukladu na zmiane sygnalu wejSciowego.
W badaniach stosuje si¢ bardzo proste sygnaly wejsciowe, na przyktad wymuszenie skokowe (Rys.
I-5). Najprostsza reprezentacja graficzng opisu dynamiki sg charakterystyki czasowe, przedstawiajace
reakcje obiektu na okre§lone wymuszenie, na przyktad odpowiedz na skokowa zmian¢ wymuszenia
(Rys. I-6). Wtasno$ci dynamiczne sprawiaja, ze reakcja obiektu nie jest natychmiastowa, czasem moze
mie¢ charakter oscylacyjny, a co najwazniejsze nie zawsze konczy si¢ dojsciem do stanu rownowagi,
co nazywamy brakiem stabilno$ci. Stad wynika konieczno$¢ badania dynamiki obiektow.

U XA
4 x(uy)
127
Up L x(p) —f
Rys. I-5. Wymuszenie skokowe Rys. I-6. Reakcje ukladu stabilnego i niestabilnego na wymuszenie skokowe

Model statyczny opisuje uktad w warunkach réwnowagi, to znaczy gdy wszystkie zmienne
wejSciowe 1 wyjSciowe majg state wartosci. Natomiast model dynamiki opisuje co si¢ dzieje w
uktadzie gdy nastgpi zmiana warto$ci wejsciowych — czy 1 jak uktad osiggnie nowy stan rownowagi.
Podstawowg analityczng forma modelu dynamiki jest rGwnania rozniczkowe (najczesciej zwyczajne),
gdzie zmienng niezalezng jest czas (r.1.4). Funkcja, ktéra jest rozwigzaniem rownania rozniczkowego
dla okreslonego wymuszenia i okre§lonych warunkéw poczatkowych, odpowiada charakterystyce
czasowej uktadu (obiektu).

Charakterystyki statyczne i1 czasowe (dynamiczne) uktadu sa wyznaczane zaréwno na podstawie
modelu matematycznego (badania analityczne i symulacyjne), jak 1 ,,zdejmowane” na rzeczywistym
obiekcie przez przeprowadzenie odpowiedniego eksperymentu (pomiary i badania doswiadczalne).
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Stad wynikaja mozliwosci modelowania i | Obickt fizyczny Modelowanie
identyfikacji modeli matematycznych (Rys. I-7). o= —0" 7

Natomiast poréwnanie zgodnosci charakterystyk Charakterystyka | Identyfikacja Model
otrzymanych na podstawie modelu 1 charakte- | (statyezna/dynamiczna) » matematyczny
rystyk doswiadczalnych mozna wykorzysta¢ do Weryfikacia  #

weryfikacji i oceny doktadno$ci modelu. Charakterystyka | Analiza

(statyczna/dynamiczna) | Symulacja

Rys. I-7. Konstrukcja, badanie i weryfikacja modelu
W kolejnych rozdziatach opracowania przedstawiono podstawowe metody konstrukcji modeli
rzeczywistych obiektéw (modelowanie, identyfikacja) oraz badania wlasnosci (analiza, symulacja,
do$wiadczenia) modeli/obiektow. Da¢ numery podrozdziatow????

1.2. Roéwnania i wybrane operacje algebraiczne
1.2.1. Wielomiany rzeczywiste

Szczegdlng role w analizie dynamiki obiektow pelnia wyrazenia algebraiczne w postaci
wielomianow o rzeczywistych wspotczynnikach. Kluczowe znaczenie w tych badaniach majg
pierwiastki wielomianu (miejsca zerowe), czyli rozwigzania rOwnania:

2
a,x" +..ta,x" +ax+a,=0 (I-1)

Pierwiastki wielomianu moga by¢ liczbami rzeczywistymi (1) lub parami liczb zespolonych
sprzgzonych (o + jw). Wielomian rzeczywisty n-tego stopnia ma n pierwiastkow, przy czym moga to
by¢ pierwiastki wielokrotne. Wielomian rzeczywisty (I-1) mozna roztozy¢ na iloczyn wielomianoéw
rzeczywistych stopnia co najwyzej drugiego:

a,(x— 4 Nx—4, )...(x2 +b1x+b2): 0 (1-2)
gdzie dwumiany liniowe (wielomiany pierwszego stopnia) sa zwigzane z pierwiastkami rzeczywistymi
A;, a trojmiany kwadratowe, to wielomiany o ujemnym wyr6ézniku A i zespolonych pierwiastkach.
Tréjmian o ujemnym wyrdézniku mozna réwniez roztozy¢ na iloczyn wielomianéw pierwszego
stopnia, ale o zespolonych wspoétczynnikach:

(x —(a+ ja)))(x —(a - ja))). (1-3)
Tym samym kazdy wielomian rzeczywisty mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomianow
liniowych:
a,(x—= A Nx=2,)(x=2,)=0 (1-4)
przy czym, w tym wypadku, pierwiastki 4; moga by¢ rzeczywiste i/lub zespolone.

Dostepne sa rézne metody rozwigzywania rownan wielomianowych. Pierwiastki wielomiandéw
stopnia od 1 do 4 mozna wyznaczy¢ analitycznie — za pomocg powszechnie znanych wzoréw na
pierwiastki (p. Zal. A.2). Powyzej stopnia 4 wzory na pierwiastki nie istnieja — konieczne sg inne
metody rozwiqzywaniab. Jesli wspotczynniki wielomianu maja posta¢ liczbowa, to mozna zastosowac
przyblizone, numeryczne wyznaczanie pierwiastkbw. W programach symulacyjnych metody
numeryczne s3 stosowane niezaleznie od stopnia wielomianu (p. Zal. D.1).

Na podstawie réwnowaznosci postaci ogolnej (I-1) 1 iloczynowej (I-4):
a,x" +..+a,x* +ax+ay=a,(x-4 Nx=24,).(x-1,) (I-5)
mozna sprawdzi¢ poprawnos¢ wyznaczonych pierwiastkow A, ... 4.

Rownanie (I-5) pozwala tez wyprowadzi¢ ogdlne wzory Viéte’a, czyli zalezno$ci pomiedzy wspodtczynnikami wielomianu
a jego pierwiastkami:
L+A+o+ A, =—a,,/a,
LAy + o+ A, + L+ A, A A, =a,, a, 16)
. -0

_ n
WAy A, =(=D)"ay/a,

Pierwiastki we wzorach (I-6) moga by¢ zaréwno rzeczywiste jak i zespolone. Konieczne jest zalozenie, ze a,#0, ale wzory

sg prawdziwe takze dla wielomianéw o wspdtczynnikach zespolonych.
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Poza ro6znymi metodami wyznaczania wartosci pierwiastkow . Tlm(/l)
[ ]

stosowane sg rowniez tak zwane kryteria potozenia pierwiastkéw na
ptaszczyznie zespolonej (Rys. I-8). Kryteria pozwalaja na podstawie
prostych operacji na wspotczynnikach wielomianu stwierdzi¢ czy
wszystkie pierwiastki leza w lewej polptaszczyznie.

Re(4)

Rys. I-8. Plaszczyzna zespolona
Najbardziej znane to kryteria Hurwitza i Routha.

yteriu urwitza stwierdza, ze wszystkie pierwiastki rownania g 1" + .. +a.A+a. =0 leza w lewej polplaszczyznie,
Kryterium Hurwitza stwierdza tl astki rownania g A" : 0 1 lewej potpta n
jesli wszystkie wspotezynniki wielomianu sg rozne od zera i maja jednakowy znak, a wszystkie minory gtéwne wielomianu
sa dodatnie. Minory gldwne to kolejne wyznaczniki 4, ,, konstruowane wedtug wzoru:

ay ap 0 0 ay ag 0 .. 0
ay ag 0 0
a  aop ay dp ap Qo . . as ap ap ..
Ay=a;, D= > Ay =lag ay aj|’ Ay = ,itd. azdo A, = (I-7)
as ap as dyg a4z dap
as a4 ajz

a7 ag as ay 0 0 0 .. g
Kryterium nie okresla ile jest pierwiastkow dodatnich je$li nie sg spelnione wszystkie warunki. Podstawowg wada
kryterium jest konieczno$¢ liczenia duzych wyznacznikéw

Wedhig kryterium Routha wszystkie pierwiastki réwnania a, ' +..+ad+a, =0 leza w lewej potptaszczyznie, jesli
wszystkie wspotczynniki wielomianu sg rézne od zera i maja jednakowy znak, a wszystkie wspolczynniki pierwszej
kolumny tablicy Routha sg dodatnie. Tablica (macierz) Routha jest konstruowana w nastgpujacy sposob:

ap ap-2 Ap-4 ap ap-2 ay Ap—4 an an-6
An-1 4p-3 dp-5 - An-1 9p-3 An-1 9n-5s Ap-1  4n-7 (1-8)
- odzie blzi’ b2 = @@ b3:7 .....
b b b > gdzie _ _ ~
| 2 3 a, | 4, -~
a a2 49 ap-1 ap-3 ap-1 Ap-s
di dy s b b by b
4] > Cy =
L J -b -b
by by
c ¢
dy = 1“1 2],
-

Jesli warunki kryterium nie sg spetnione, to mozna wyznaczy¢ ilo§¢ pierwiastkow w prawej pdiptaszczyznie — jest ona
rowna liczbie zmian znaku w pierwszej tablicy Routha.

1.2.2. Uklady réwnan

Model obiektu czesto obejmuje kilka réwnan, ktére pozwalaja wyznaczy¢ kilka niezaleznych
zmiennych wyjsciowych. Uklad réwnan moze by¢ oznaczony (skonczona ilo$¢ rozwigzan) lub
nieoznaczony (nieskonczona ilos¢ rozwigzan), ale nie powinien by¢ sprzeczny (brak rozwigzan).
Modele w postaci uktadu réwnan liniowych moga by¢ zapisywane przy pomocy wektorow i macierzy,
i analizowane metodami z zakresu algebry liniowej. Podstawa metod s3 operacje algebraiczne na
macierzach oraz obliczanie wyznacznika 1 warto$ci wtasnych macierzy. Sformutowanie problemu w
postaci macierzowej jest szczeg6lnie preferowane podczas stosowania metod symulacyjnych (p.3).

Analiza wlasno$ci modeli wielowymiarowych wymaga czgsto rozwigzywania uktadéw réwnan
liniowych typu:

a;x, +a,x, +...+a,x, =b
Ay X| + Ay Xy +...+ay, X, =D, (L.9)

A, X, +a,x, +...+a,x, =b,

Metody rozwigzywania uktadow rownan sg r6zne — ponizej przedstawiono trzy podstawowe:
- metoda macierzowa,

- wzory Cramera,

- podstawianie i eliminowanie kolejnych zmiennych.
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1° Metoda macierzowa. Uklad (I-9) mozna przedstawi¢ w zapisie macierzowym:

Ax=Db (I-10)
gdzie wektory/macierze wspotczynnikow i zmiennych majg postaé:
dyip Gy e 4y b, X1
a a . a b X
A=| 2 92 2] p=|72] x=|
Ay Ay o Ay bn Xn
Uktad (I-10) mozna rozwigzac za pomocg operacji macierzowych:
\ x=ATb | (-11)
Ogo6lny wzor na macierz odwrotng ma postac:
_ T 1
A =(AD) - (1-12)
det(A)

. . . . D\T . D :
gdzie: A” — macierz dopelnien algebraicznych, (A”)” — transponowana macierz A” (macierz

dotaczona), det(A) — wyznacznik macierzy A.
Przyktad (moze 3stopien. Rozpisaé?)

] [-13
{allxl tapx, =b {all a12i|{xlj| _ |:blj| — {xlj| _ |:all a121| |:b1j| ( )
apX +ayx, =b, dyy Ay | X% b, X dy Ay b,

A:|:a11 a12:|~ 4P :{(—l)mazz (_1)1”021} (AD)T :{(—1)”‘022 (—1)”2(112

QG Ay (_1)2+1a12 (_1)2+2all (_1)2+1a21 (_1)2-¢-2a11

2° Wzory Cramera. Uktad rownan (I-9) mozna tez zapisa¢ w postaci wektorowe;j:
ayx tax;t+.tayx,=b (I-14)
gdzie wspolczynniki i zmienne sg reprezentowane przez wektory kolumnowe:

aj; b, X

_ 92 b= b, | *2
ai - ) - ) X= )

aln b}’l xi’l

1 rozwigza¢ wzorami Cramera:

W, det(a},..,a;, ,b,a,,,..,a,)

1

T d
et(a,,a,, ...,a,)

Przyktad (moze 3stopien. Rozpisac?)

{a11x1+a12x2 =b {a”}x {alz}x _{bl} ~ a+a =b (1-16)
1 2~

aX% +ayx, =b, ap axn b,

(I-15)

det b ayp det| 11 by
.= det(b,a,) _ by, ay], = det(a;,b) _ a4 b
1= = ) = =
det(a,a,) det{all a12:| det(a,a,) det|:all a12:|

ay dp

ay dp

3° Podstawianie i eliminowanie kolejnych zmiennych. Je$li rozwigzanie jest wyznaczane
analitycznie, to czasem najprostszg metoda rozwigzania ukladu (I-9) jest metoda podstawiania i
eliminowania kolejnych zmiennych, na przyktad gdy ilo$¢ rownan jest niewielka (2+3) a
wspOtczynniki rownan sg parametrami uktadu (symbole lub wyrazenia).

Przyktad (moze 3stopien. Rozpisa¢?) Dobra rada — podczas przeksztatcen unikaé pigtrowych utamkow
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1.3. Zmienne zespolone i funkcje trygonometryczne

Liczbe zespolong a+jb stanowi uporzadkowana para Im4y/]
liczb rzeczywistych (a, b) zapisywana z uzyciem jednostki [T z=a+jb
urojonej j. Dwie podstawowe postacie liczb zespolonych — b !
kanoniczna 1 trygonometryczna — wynikaja wprost z g E
interpretacji  geometrycznej liczby na plaszczyznie ® W ' Re
zespolonej (Rys. 1-9). Sa to postaci réwnowazne, ktore a "
mozna stosowa¢ zamiennie: Rys. 1-9. Plaszczyzna zespolona

postac kartezjanska (kanoniczna) postac trygonometryczna ‘ posta¢ wyktadnicza

(czes¢ rzeczywista a i urojona b) (modut r 1 argument @)

z=a+ jb z=r(c08(p+jsin(p) z=re’?
a=rcosep, b=rsing r=da* +b* ,(p=arctgé
a

Uzupehi¢ interpretacje ¢ = arc tg(b/a)

Korzystajac z tych postaci i interpretacji geometrycznej tatwo jest zilustrowaé podstawowe dziatania
na liczbach zespolonych:

242, =(ay + jby )+ (ay + jby )= (a, + ay )+ j(b, +b,)

225 =(a, + jby )= (ay + jby ) = (a, —a, )+ j(b —b,)

22y = e’ e’ = ”1’”29j(¢2+¢2) =nn [COS(¢’1 +(p2)+jsin(g01 %) )]

7/ zy = (,,161401 )/(’”29]% ): h /rzej(“’l ) = n/r [COS(¢’1 —(p2)+jsin(¢1 -0 )]

W ten sposdb mozna roéwniez wprost uzasadni¢ zwigzki pomigdzy funkcjami wykladniczymi 1
trygonometrycznymi, czyli wzory Eulera w postaci:

e™/? =cosp+ jsing e"? =a, + jb,, (-17)
e/’ =cosp— jsing e /? =a, — jb,, gdzie: a, =cosg, b, =sing
lub w postaci:
cosQ = (e”“’ +e )/ 2 (I-18)

sing = (77 —e77)/(2)

Wzory Eulera sg podstawa do udowodnienia réznych relacji dla funkcji trygonometrycznych, takich jak (p. Zat. A.4):
sin(a = f) =sina cos f cosasin (I-19)
cos(a = f) =cosacos fFsinasin f
Wzory (I-17)+(I-19) pozwalaja udowodni¢ zaleznos$ci, ktére pojawiaja si¢ w rozwigzaniach rownan
rozniczkowych (p. 1.4):

B, cosh+ B, sinb = Ae*” + A,e” " (1-20)

oraz

B, cosb + B, sinb = Asin(b+ ¢, )= Acos(b -, ) (1-21)

gdzie: 4, = (B, — jB,)/2, Ay = (B, + jB,))/2, A=~|Bf + B3 , g,=arctg(B,/B,), ¢ ,=arctg(B, /B,).
Dowéd réwnosci (I-20)° polega na zastosowaniu wzoréw Eulera (I-18):

B, cosb+ B,sinb = %(ejb + e‘ﬂ’) + %(ejb - e‘jb) (1-22)
J

i uporzadkowaniu otrzymanego wyrazenia:

By B [ B Byl _(Bi_ By s [Biy B (1-23)
2 2 2 2 2 70 2 75

Stad wynika zaleznos¢ (I-20), ktéra jest stosowana ,,w obu kierunkach™:

B cosbh+B,sinb= Ae” + A,e*, gdzie: 4 = (B - jB,)/2,4, = (B, + jB,)/2 lub B = 4 + 4,,B, = j(4, - 4,)  (1-24)
Warto zwréci¢ uwage, ze wspolezynniki By i B, sa liczbami rzeczywistymi, a wspolczynniki 4, i A, sa liczbami
zespolonymi.

-11 - 1 REKOPIS OPWr (wer.Skrypt57.doc)



Dynamika uktadéw - podstawy andlizy | symulacii

Dowéd réwnosci (I-21) wykorzystuje przedstawienie wyrazen B, + jB, i B, — jB, W postaci wykladniczej:

D A,TI? .
B, +jB, = de o gdzie 4 :m 0raz ¢, = arctg(B,/B,) -
B, — jB, = Ae”™’"

Stad B1= A(e”% +e )/2 , a po zastosowaniu wzoréw Eulera (I-18) jest 81 = Acosp,
B, = A(e+jf/’z _e I )/(2]) B, = 4sing,
Po podstawieniu B i B, w zaleznosci (I-21) 1 wykorzystaniu wzordéw trygonometrycznych (I-19) otrzymujemy:
B, cosb+ B, sinb = Acos@, cosb+ Asing, sinb = Acos(p, —b) = Acos(b—@,) (I-25)
co odpowiada zaleznosci (I-21)
B, cosb+ B, sinb = Acos(b—,) (I-26)
Stosujac wzory redukcyjne (p. Zal. A.4), otrzymujemy:
Acos(b —,) = Asin(90° + (b — @,)) = Asin(b +(90° — p,)) = Asin(b + ) » (I-27)

gdzie g = 90" —gp, . Skoro @, =arctg(B,/B,) 10 B,/ B, = tg(p,) = tg(90° — ) = ctg(gy) = 1/ tg(g) - Wice gy = arctg(B,/B,)-
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1.4. Liniowe rownania rézniczkowe zwyczajne (LISTA01)

1.4.1. Klasyfikacja rownan rozniczkowych

Doda¢ wprowadzenie: RoOwnania zwyczajne i czastkowe, liniowe i nieliniowe, stacjonarne i niestacjonarne ....

W badaniach dynamiki obiektow (proceséw) technologicznych podstawowe znaczenie majg
réwnania rézniczkowe zwyczajne, gdzie zmienng niezalezng jest czas (f).

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe zwyczajne n-tego rzedu postaci:

a, x" @) +a, x" V@) +...+ ax(t) + agx(t) = b,u" (£) +...+ byi(t) + byu(?)
gdzie a; 1 b; to parametry, u=u(t) - wymuszenie, a x=x(t) - rozwigzanie. W przypadku gdy wszystkie
wspotczynniki a; 1 b; sa stale, otrzymujemy rownanie liniowe, stacjonarne, ktére mozna rozwigza¢ na
rézne sposoby.

(1-28)

1.4.2. Ogélny algorytm analitycznego rozwiazywania liniowego rownania r6zniczkowego
Rozwazmy liniowe réwnanie rézniczkowe postaci:
a, X" () +a, X"V (@) +...+ ax(0) + agx(t) = b,u"™ (t) + ...+ byi(t) + byu(t)
gdzie wszystkie a; 1 b; sg state, wymuszenie u=u(?), rozwigzanie x=x(?). Rozwigzanie réwnania, czyli
funkcja x(?) sktada si¢ rozwigzania swobodnego x,(?) 1 rozwigzania wymuszonego X,,(2):
x(t)=x,(t)+x,(t) (1-30)
Algorytm rozwigzywania opiera si¢ na zasadzie superpozycji i sklada si¢ z czterech etapow.

(1-29)

I. Wyznaczenie rozwiazania swobodnego (skladowej swobodnej) x(?)
(1) Ustali¢ posta¢ rownania jednorodnego:

a3 (0)+ @, XD (0 + o agi, (6 + agx, () =0 (30
(2) Zalozy¢, ze rozwigzaniem jest funkcja ekspotencjalna o dwdch parametrach 4 1 4:
x, ()= Ae" (1-32)
(3) Podstawi¢ zatozone rozwigzanie do réwnania jednorodnego:
a,l'4e" +a, A A" +..+a A" +ayAe” =0 (I-33)

(4) Podzieli¢ rownanie przez Ae”, co prowadzi do réwnania charakterystycznego (wielomianu
charakterystycznego):

a, ' +a, A +. . +adta,=0 (I-34)
(5) Rozwigza¢ algebraiczne rownanie charakterystyczne - wyznaczy¢ n pierwiastkow A;+4,,.
g ysty y: Y
(6) Pierwiastki moga by¢ rzeczywiste i zespolone, jedno- i wielokrotne. Stad wynika postac x,(¢):
(1°) Jesli wszystkie pierwiastki rownania A,+4, sg rzeczywiste i rézne, to
x,(f)=Ae" +..+ 4" (I-35)
(2°) Jesli ktorys z pierwiastkow jest wielokrotny, np. k-ty pierwiastek A; jest m-krotn
ry J y y J y
(A=A 1= = Aksm-1), to x4(f) zawiera m sktadnikow postaci:
(I-36)

2 -1\ At
(A + A+ A2+ A4, " )e™

(3°) Jesli pierwiastki sg zespolone (para liczb sprzgzonych), np. A; =atjw oraz A, =a-jw, to x(t)
zawiera sktadniki, ktore mozna zapisa¢ na trzy rownowazne sposoby (I-20), (I-21):

() AT 4 g, IO = eat(Alej“’t + Aze—fwf) (1-37)

(b) ¢! (B, coswt + B, sinwt) (1-38)
gdzie: By = A+ 4y, B, = j(4, - 4,).

(© Ae™ sin(ot + @)= Ae™ codwt —p,) (1-39)

gdzie: A=\ B} +B; , ¢, =arctg(B,/B,), p,=arctg(B,/B,)
Uwaga: W rozwigzaniach rownan rézniczkowych wspolczynniki A, i A, sg liczbami zespolonymi, a wspotczynniki B; i B,

obliczone na ich podstawie, sg liczbami rzeczywistymi [Zal.B.2, Rozwigzanie 2]. W literaturze wystepuje dos¢ czesto
nieprecyzyjny (i mylacy) zapis relacji By =4+ 4y> B, = 4, — 4, -

Z wtasnosci funkcji, ktore sa sktadnikami rozwigzania swobodnego wynika, ze jesli wszystkie
pierwiastki sg ujemne lub majg ujemng cz¢$¢ rzeczywista, to rozwigzanie swobodne zanika z czasem.
Jesli ktory$ z pierwiastkow jest dodatni lub ma dodatnig czg$¢ rzeczywista dodatnia, to rozwigzanie x;
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dazy do nieskonczono$ci (+o0). Z tych wlasnosci rozwigzania swobodnego wynika stabilno$¢ lub
niestabilnos¢ uktadu (p. 1.1.2)....

I1. Wyznaczenie rozwiazania wymuszonego (skladowej wymuszonej) x,,(?)
Dla dowolnej (r6zniczkowalnej) funkcji f{¢), ktéra jest podawana jako wymuszenie u(?):
(1) Wypisa¢ funkcje wymuszajaca f(¢?) 1 jej kolejne pochodne (r6znego typu):

1@, f@), f©).... (40
Wyrazenia, ktore wystepuja takze w sktadowej swobodnej x,(2) nalezy pomnozyé przez ¢, gdzie k
jest najmniejszym wyktadnikiem, ktory zapewni, ze wyrazenia beda si¢ r6zni¢ od skladnikdéw
sktadowej swobodne;.
(2) Zatozy¢, ze rozwigzanie wymuszone x,,(¢) jest sumg tych sktadnikdéw, postaci :

X, (O =C f(t)+Cof(t)+.. (1-41)
(3) Podstawi¢ wymuszenie f(?) 1 zalozone rozwigzanie x,,(f) do réwnania rézniczkowego (1-40):
anng) (f) + an_lx‘(;’_l) (t) +...+ alxw(t) +a0xw(t) — bmf(m) (t) +...+b1f(t) +b0f(t) (1-42)

(4) Porowna¢ wspodtczynniki przy takich samych funkcjach po obu stronach réwnania.

(5) Rozwigzaé otrzymany uktad réwnan wzgledem statych C;, C», ...

Z konstrukcji x,(f) wynika, ze je$li funkcja wymuszajaca f(¢) jest ograniczona, to skladowa
wymuszona x,(f) tez jest ograniczona. W praktyce inzynierskiej stosuje si¢ zwykle wymuszenie state,
skokowe, impulsowe i sinusoidalne.

W przypadku stalego wymuszenia u(f)=u; mamy dla ¢ >0:
(1) u(t)=u,, u(t) =0, i(t) =0,...
2) x,0=C u, — x,(0)=0,X,0)=0,...
(3) a,0+a, ,0+...4+a,0+a,Cu; =byu,
(4 ayCuy = by

b b
(%) G == — xw(l‘)z—ouk
o a4y
Rozwigzanie to mozna otrzymac ,,na skroty”, jako rozwigzanie réwnania statycznego:
agx =byu (I-43)
Przy statym wymuszeniu na wejsciu u(¢)= u;, rozwigzanie wymuszone x,,(f) tez jest state:
b (I-44)
x, () =—u, =x,
a4y
Rozwigzanie (I-44) jest punktem réwnowagi (x;) uktadu przy stalym wymuszeniu (u).
II. Ogolne rozwiazanie rownania roézniczkowego (calka ogolna), czyli suma rozwigzania
swobodnego (z parametrami 4,) i wymuszonego:
xX(t)= 4™ +..+ A +x, () (I-43)
W rozwigzaniu wystepuja nieznane parametry A;+A,, ktére mozna wyznaczy¢ dopiero przy
konkretnych warunkach poczatkowych. Jesli sktadowa swobodna zanika z czasem, to niezaleznie od
wartosci A; rozwigzanie x(f) dazy do rozwigzania wymuszonego x,, a t¢ wlasno$¢ nazywa si¢
stabilnoscia. Jesli sktadowa swobodna nie zanika, to rozwigzanie x(¢) jest niestabilne.

IV. Rozwiazanie szczegélne (catka szczegdlna) wymaga wyznaczenia wartosci parametrow A; na
podstawie wartosci warunkow poczatkowych, czyli dowolnych # sposrod n+1 wartosci:

X (ty), s 5ty ), X(2y) (1-46)
Na podstawie n warunkow poczatkowych oraz wartosci funkcji wymuszajacej f{(#) i jej pochodnych

wystepujacych w rozwigzaniu x(f) powstaje uktad » réwnan do wyznaczenia n parametrow A4;+A4,.
Czesto warunkami poczatkowymi jest stan rownowagi, to znaczy, ze wszystkie pochodne s3 réwne 0:

x0_)=0,x""(0_)=0,....,%0_)=0,
Po podstawieniu tych warunkéw do réwnania (I-31), mozna to wyrazi¢ w rownowaznej postaci jako:

x(n—l)(o_):()’““,)k(o_):O,X(O_):Xp, gdZie -xp :%up
0
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1.5. Modele operatorowe

1.5.1.  Przeksztalcenia Laplace’a i Fourier’a

Modele opisane liniowymi rownaniami rézniczkowymi mozna podda¢ przeksztalceniom catkowym
Laplace’a (<2 lub Fourier’a (¥) i otrzymaé¢ w wyniku algebraiczne modele operatorowe [3, dodac].
Zastosowanie catkowego operatora Laplace’a < powoduje, ze funkcje zalezne od czasu zostaja
przeksztalcone w funkcje zmiennej zespolonej s (transformaty funkcji), a zamiast pochodnych
funkcji wystepuja potegi zmiennej s, czyli funkcje algebraiczne (A.5). W praktyce rzadko zachodzi
konieczno$¢ obliczania transformaty Laplace’a z definicji przez calkowanie, poniewaz zestaw funkcji
wykorzystywanych do opisu przebiegu zmiennych i modeli obiektow jest do$¢ ograniczony i
wystarczy korzystac si¢ z gotowych tablic (A.5: Tab. X-2).

Natomiast obliczanie transformat Fourier’a w praktyce inzynierskiej odbywa si¢ gtownie na podstawie

nierozerwalnego zwigzku pomiedzy przeksztalceniem Laplace’a i Fouriera:
s =jw (1-47)

Wiasnosci przeksztatcen catkowych znacznie upraszczajg analizowanie dynamiki obiektu.

Tab. I-1. Wybrane wlasnosci przeksztatcen catkowych

Twierdzenie o Przeksztalcenie &£ Przeksztatcenie 7

liniowosci =4 Zaif,-(t)}: 2.a; f;(s) 7 Zaifi(t)}: 2.a,f(®)
Li=l i=1 Li=l i=l1

transformacie %_f[ f(r)dr |= lf(s) =1 _'t[ f()dr |= Lf(w)

catki Lo s K jo

transformacie [ = [ .

bochodnei L 0= s(s)- £(0,) 1 0l jof@)

wartosci lim f(r) = limsf(s), jesli granica f{7) istnieje

kOflCOWGJ t—>+0 s—0

wartosci ' lim f(z) = lim sf(s), jesli granica f{¢) istnieje

poczatkowej 10+ S

Zmienna s w przeksztalceniu Laplace’a nie ma interpretacji fizycznej, ale zmienna @ w przeksztalceniu Fouriera ma
interpretacj¢ fizyczng. Zwigzek z odpowiedzig czestotliwosciows (p.)

1.6. Szeregi funkcyjne

Typowym przyktadem zastosowania szeregéw funkcyjnych jest szereg Taylora, wykorzystywany do
linearyzowania funkcji nieliniowych, czy szereg Fouriera stosowany w analizie czestotliwos$ciowej
uktadow'.

cdn

! Patrz: szereg (potegowy) Taylora (szereg Maclaurina), szereg (trygonometryczny) Fouriera
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2. Elementarne przyktady konstrukcji modeli dynamiki uktadéw (powtoérka z fizyki)

21. Ogodblne zasady konstrukcji modeli dynamiki

Jedna z metod konstruowania modeli dynamiki obiektow opis obiektu na podstawie
makroskopowych rownan bilansowych wielkosci podlegajacych prawom zachowania, czyli takich jak
np. objetos$¢, masa, energia. Bilanse sg konstruowane dla wszystkich znaczacych ,,magazynow”, czyli
obszaréw uktadu, ktére maja zdolno$¢ magazynowania okre§lonej wielkosci. Kazdy bilans opisuje
zmiang zawarto$ci magazynu w czasie:

é%2=2iﬁ@i@0) (1-48)

gdzie: X(r) — wielko$¢ podlegajaca bilansowaniu, fi(f) — strumienie bilansowanej wielkoS$ci
doptywajace/odptywajace z magazynu, f,(f) — strumief bilansowanej wielkosci generowany/zuzywany
wewnatrz magazynu (np. w wyniku proceséw chemicznych).
Model tworza wigc rownania rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu. Wielkos$ci X(¢) opisujace stan
magazynOw s3 nazywane zmiennymi stanu 1 zazwyczaj sg to roOwnocze$nie zmienne wyjsciowe
uktadu'. Model jest jednoznacznie okreslony (kompletny) je§li zawiera tyle rownan ile jest zmiennych
wyjsciowych (zmiennych stanu), a pozostale zmienne s3 zmiennymi wejsciowymi modelu (co
oznacza, ze ich warto$¢ jest wymuszana/zadawana z zewnatrz i nie zalezy od stanu uktadu).

Model dynamiki ukladu stanowi komplet rownan rozniczkowych, opisujacych bilanse
magazynow tego uktadu. Uproszczenie modelu dynamiki, polegajace na wyzerowaniu wszystkich
pochodnych prowadzi do modelu statycznego. Uklad rownan stanowiacy model statyczny moze by¢
oznaczony lub nieoznaczony (w szczego6lnych przypadkach) ale nie moze by¢ sprzeczny”.

Konstrukcja modelu obejmuje réwniez identyfikacje warto$ci parametrow modelu. W tym celu
mozna wykorzystywaé¢ informacje o wymiarach geometrycznych 1 wilasnosciach substancji lub o
pomiarach zmiennych wejsciowych 1 wyjsciowych. O zgodnosci jednostek. Wiecej o konstrukeji [3]

2.2. Zbiorniki — otwarte uktady hydrauliczne

2.2.1. Konstrukcja modeli

Najprostsze modele dynamiki konstruowane dla obiektow hydraulicznych wystepuja w przypadku
uktadow sktadajacych si¢ z otwartych zbiornikow przez ktére przeptywa ciecz o stalej gestosci, na
przyktad woda®. Konstrukcja modeli opiera si¢ dynamicznym bilansie objetosci cieczy (V) w kazdym
zbiorniku — zmiana objetosSci w czasie jest wynikiem bilansu strumieni wplywajacych i
wyptywajacych (£):

1%Q:Ziﬁm,mﬂﬂ (1-49)

Opisywane modele bgda dotyczy¢ zbiornikow o ptaskim dnie o powierzchni 4 1 pionowych $cianach,
to znaczy, ze w bilansie (I-49) zamiast objetosci V' moze wystepowaé wysokos¢ 4:

A@ =D+ £t (1-50)
dt
Model dynamiki pojedynczego zbiornika (Rys. I-10) wymaga jednego rownania rozniczkowego :
= = -
fwe fwe Ah(t) = fwe(t)_fwy(t) (I-51)
h for A Foy Wyplyw cieczy f,, w zbiorniku (a) zalezy od
Al = pompy, wigc wzor (I-51) stanowi kompletny
a) 4 b) 4 (jednoznacznie okre$lony) model zbiornika (a).

Rys. 1-10. Zbiornik: a) z pompg, b) ze swobodnym wyptywem

Natomiast w zbiorniku (b) wyptyw cieczy f,, nastepuje przez swobodny wyptyw przez otwor w dnie
(blisko dna), wiec zalezy od powierzchni otworu 4,, i wysokosci cieczy w zbiorniku 4:

Sy ) = A4, 28h(t) = ah(?) (I-52)

Doktadny wzor na swobodny wypltyw jest nieliniowy, wigc czesto bedzie stosowane liniowe
przyblizenie (sposdb wyznaczenia wspotczynnika a zostanie opisany w p. 18.2.1).

' W dalszej czeci nastapi formalne rozréznienie zmiennych stanu i zmiennych wyjsciowych modelu
? Uktad rownan oznaczony — jedno rozwiazanie, nieoznaczony — wiele rozwigzan, sprzeczny — brak rozwigzan
3 ciecz niezbyt lepka, niezbyt gesta, jednorodna,
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Jesli w zaleznosci (I-51) uwzglednimy doktadny wzor f,,, to uzyskujemy nieliniowy model zbiornika:

A1) = £, ()= 4, 28h(?) . (1-53)
a wykorzystujac wzor przyblizony — model liniowy:
Ah(t) = f,(t) ~ ah(®) (I-54)

W obu przypadkach aktualna wysokos¢ cieczy 4 jest zmienng stanu (zmienng wyj§ciowg), natomiast
strumien wptywu f,,. jest zmienng wejsciowa uktadu.

W przypadku kaskady zbiornikéw (Rys. I-11), model dynamiki zawiera tyle rownan r6zniczkowych
ile jest zbiornikow:

= .
Jue AR©) = £, (0= Fipn @) w59
hll A Soot Al (1) = a1 () = friy2 (0)
z = Kompletny, doktadny model dynamiki kaskady ma postac:
4, \ .
h Alhl (t) = fwe (t) - Awl V Zghl (t)
2 .

$ Ao lé)vy2 Ayh, (1) = A, v 2gh,(t) — A,,+/28h, (1) (1-56)

4> z jedng zmienng wejSciowa fie.
Rys. I-11. Zbiorniki niepotaczone

Opisujac swobodny wyptyw ze zbiornikéw przyblizong liniowa zaleznos$cig (I-52) mozna uzyskaé
model liniowy.

Jesli swobodny wyptyw cieczy ze zbiornika nastgpuje nie na zewnatrz ale przez potaczenie rurowe
do kolejnego zbiornika (Rys. I-12), to strumien swobodnego wyptywu zalezy od powierzchni otworu i
roéznicy wysokosci pomig¢dzy potagczonymi zbiornikami:

—
Jue S 0= 43328 () = hy () = &y () =y (1) (@57)
h@ fgl h2$ forn (dotyczy to tylko przeptywu pomiedzy zbiornikami, bo wypltyw
Awl 3

4w =7 f,,, odbywa si¢ na zewnatrz).

Rys. I-12. Zbiorniki potagczone przewodem
Model dynamiki tego uktadu opiera si¢ réwniez na rownaniach bilansowych (I-55), ale w tym
wypadku kompletny, doktadny model ma postac:

{AJ@ ()= fre(®) = A28 (0 ()= 1y (1)
Ay (1) = 4, \/28(h1 (1) = hy (1)) = A\y2~28h, (£)

Model uktadu bedzie liniowy jesli zostang zastosowane przyblizone, liniowe zalezno$ci do opisu
swobodnego wyptywu (1-52), (I-57)

(1-58)

Przeplyw cieczy moze by¢ réwniez wymuszany za pomocg pomp o sterowanej wydajnosci,
niezaleznej od poziomu cieczy w zbiornikach. Taki przeptyw jest traktowany jako zmienna wejsciowa
uktadu. Stad kompletny model kolejnego uktadu (Rys. I-13) ma postac:

heT ATy (0) = £, = 4,20 (O~ 1 1)
h@ /o ) fon2 Aoy (0) = A,y \2800 ()= Iy () = f2 (0) (1-59)
Awl >

gdzie fie 1fuy2 sa zmiennymi wejSciowymi.

Rys. I-13. Zbiorniki z pompa

Na podstawie powyzszych przyktadéw mozna wnioskowaé, ze przy dla typowych otwartych

uktadéw hydraulicznych nalezy si¢ spodziewaé uktadéw réwnan pierwszego rzedu i sg to zazwyczaj
réwnania nieliniowe. Wiegcej o zjawiskach fizycznych w otwartych uktadach hydraulicznych [3].

Doda¢ uwagi: Przypadek /(1) < h(t) dla A, +2g(h, () = by (1)) . a(hy (t) =y (£))

2.2.2. Jednostki i identyfikacja wartoSci parametrow

Identyfikacje wartosci parametrow modeli hydraulicznych tatwo jest wykona¢ na podstawie
wymiaréow geometrycznych zbiornikéw i otworéw. Przyktady - Zat. C

Jednostki zmiennych i parametréw: [m3],, f[m3 /s], ...

Jednostka rownania bilansowego jest m’/s, co mozna potwierdzi¢ wykonujac podstawienie:

A-h(t) = f,,.(t)— 4, -2 g - h(t)
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m 2 m m
m- - = — -m- - _2.m _

s s s s
Zadania. Dysponujac zbiornikami oraz pompami o sterowanej wydajnosci mozna konstruowac obiekty
o roznych witasnosciach.

—_—

Sve 5 P
b) > >
e |
A -
fwel_> T fue hy Jié CT Jwve2
h, N |
C) 9f1 d) )4 = fwy2

2.3. Obiekty cieplne — ukiady termokinetyczne

2.3.1. Konstrukcja modeli

Pierwszym krokiem w konstrukcji prostych modeli obiektéw cieplnych jest wskazanie najbardziej
znaczacych magazyndéw ciepta (Q) w ukladzie. Opisywane modele wykorzystuja zalozenie o
doskonatym mieszaniu, to znaczy, ze cata obj¢tos¢ magazynu bedzie opisywana za pomoca jednej
temperatury 7. Wowczas zawarto$¢ ciepta w magazynie wynosi:

Q@) =c,pVT(t)=C,T() (1-60)
gdzie Cy oznacza pojemno$¢ cieplng magazynu — staly parametr zalezny od ciepta wlasciwego c,,
gestosci p 1 objetosci V substancji wypelniajacej magazyn.

Drugi krok w konstrukcji modelu to opis zmiany zawarto$ci magazynu w czasie w postaci bilansu
zrodet 1 strat ciepta (¢;):

dO(t) dT (1)
= =2 Ea, 0, W] (1-61)
Najprostszym zrodtem ciepla w magazynie jest grzalka elektryczna o okreslonej mocy (gq,), zwykle z
mozliwoscig sterowania, natomiast gtowng przyczyng strat jest zwykle przewodzenie ciepta przez
$ciany (Rys. I-14). Zaktadajac, ze dominujacym magazynem ciepta w tym uktadzie jest powietrze w
pomieszczeniu, to model dynamiki zawiera jedno réwnanie rozniczkowe:

Ky T C, T, () =q,()-K (T, ()~ T, (1)) (1-62)

T,.C, gdzie wspotczynnik przewodzenia (strat) K. zalezy od

e E s powierzchni  (4), gruboSci (a,) oraz wspolczynnika
przewodnosci cieplnej materiatu §cian (4):

Rys. I-14. Pomieszczenie z grzejnikiem K.=24/ a, (1-63)

elektrycznym
Zmienng wyj$ciowa modelu jest temperatura 7,, charakteryzujaca aktualny stan magazynu (zmienna
stanu). Pozostale zmienne — moc g, 1 temperatura na zewnatrz 7., — s zmiennymi wejSciowymi,
poniewaz ich warto$¢ nie zalezy od proceséw na obiekcie.

Innym typowym sposobem ogrzewania jest przenoszenie ciepta przez medium (nosnik ciepta), na
przyktad nawiew cieplego powietrza do pomieszczenia, doptyw goracej wody do grzejnika. Rys. I-15
przedstawia przyktad takiego obiektu z nawiewem cieplego powietrza. Przy zalozeniu, ze tylko
powietrze akumuluje ciepto, model obiektu ma postac:
= T,=T,, CT,0)=c,p fOT.()~c,p f(OT, 1) (1-64)

TW) CV v
T 7 / gdzie c,p f(O)T,(¢) to ciepto dostarczane przez cieple powietrze,
=== ‘ . . .
Rys. 115, Pomieszezenie z nawiewem 7 p f ()T, (t) ciepto wyprowadzane przez wyptywajace powietrze.

Na podstawie zalozenia o doskonatym mieszaniu uznaje si¢, ze temperatura nosnika wyptywajacego z
magazynu (7},) jest rowna temperaturze no$nika w magazynie (7).

Uktad cieplny zawierajacy kilka znaczacych magazynow wymaga utozenia kilku rownan bilansowych
— model zawiera tyle rownan rozniczkowych ile jest znaczacych magazynoéw ciepta. Wybor
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magazynOw nastepuje na podstawie ich pojemnosci cieplnych i jest ustalany na etapie formutowania
zatozen dla modelu. Zmiennymi wyj$ciowymi modelu sa zmienne stanu, to znaczy zmienne opisujace
stan (temperatury) poszczegélnych magazynow. Pozostale zmienne modelu powinny mie¢ charakter
wej$é, czyli zmiennych, ktore nie zaleza od stanu obiektu, tylko s3 wymuszane z zewnatrz'.

Przykladem takiego obiektu moze by¢é pomieszczenie z Ko Tow
grzejnikiem centralnego ogrzewania (Rys. 1-16) - przez grzejnik Ty ' T C
przeptywa goragca 1 oddaje ciepto do pomieszczenia, a C wrvw
pomieszczenie traci ciepto przez Sciany. Ciepto jest magazynowane f_> e
przez wode w  grzejniku i powietrze w pomieszczeniu, a w obu Te: Ke
magazynach zaktadamy warunki doskonatego mieszania. Rys. I-16. Pomieszczenie z grzejnikiem

Stad wynika model obiektu, sktadajacy si¢ z dwoch réwnan:
Cvgngp (t) = prp wf(t)ng (t) - prppwf(t)Tgp (t) - Kg (Tgp (t) - Twew(t))
vaTwew (t) = Kg Tgp (t) - Twew (t))_ Kc (Twew (t) - Tzew (t))

Z przedstawionej zasady konstrukeji uktadow cieplnych wynika, ze modele majg posta¢ uktadow
rownan pierwszego rzedu. Modele sg nieliniowe jesli w uktadzie wystgpuje przenoszenie ciepta przez
medium o zmiennym natgzeniu przeplywu. Wiecej o zjawiskach fizycznych wystepujacych w
uktadach termokinetycznych w [3].

Doda¢ uwagi: Zaktadany kierunek przewodzenia ciepta

(1-65)

2.3.2. Jednostki i identyfikacja wartoSci parametrow

Warto$ci parametrow w modelach cieplnych mozna wyznaczy¢ na podstawie wymiardw
geometrycznych magazynow ciepta i wlasnosci fizycznych substancji, np. pojemnosci cieplne (I-60),
wspotczynniki przewodzenia (I-63). Cze$¢ z nich mozna réwniez wyliczy¢ wykorzystujac réwnania
statyczne modelu oraz informacje na temat mocy cieplnej i temperatur, na przyktad dostepne w
projektach budowlanych lub z pomiaréw ([6]). Przyktady - Zat. C.

Warto zwr6ci¢ uwage na to, ze jesli we w rOwnaniu bilansowym wystepuje temperatura, to zawsze
jest to rdznica temperatur. To oznacza, ze zamiast stosowania °K, mozna stosowac °C.
Jednostki zmiennych i parametrow: Q [J=W-s], C, [J/K], T [°C], ¢, [J/(kg'K)], p [kg/m’].
Jednostka rownania bilansowego jest ¥, co mozna sprawdzic:

C, T, =q,()- K, -(T,(t) - T, (1))
[m3Lk_gJ£ =W _¥. (C —C) - W
kg K m?) s C

Zdania. Obiekty przedstawione ponizej maja jedna wspolng ceche — zawieraja dwa magazyny ciepta.
Jednak ich wiasnosci beda si¢ rozni¢ ze wzgledu na relacje pomiedzy magazynami ciepta oraz
zatozenia ustalane na etapie planowania badan.

% K2 T. zew [}
/\\/T’X,{ K

— K$ KC<2- -T ll\’\/l ﬂ’ T, wy
¢ | § P Twew DK T é 1 PR
a) b) !
Kcu Kc2} Tzew . Kcl* KcZ} Tzew
I I T
-+
e STy Jo T4 Lfm Ty

! Jedli zmiennych wyjéciowych bedzie wiecej niz rownan rézniczkowych (nie wszystkie zmienne poza zmiennymi stanu
mozna uznaé¢ za wejscia) — nalezy wowczas szuka¢ dodatkowych zaleznosci 1 wyeliminowaé nadmiarowe zmienne.
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2.4. Obiekty mechaniczne liniowe

2.4.1. Konstrukcja modeli

Modele dynamiki uktadow mechanicznych opieraja si¢ na bilansie sit i momentow sit. Najprostsze
modele wystepuja w przypadkach gdy ruch odbywa si¢ wzdluz jednego kierunku a obréot wokot jednej
osi'. Pierwszy etap konstrukcji modelu polega na wykonaniu schematu, ktory opisuje dziatanie uktadu
za pomocg idealnych elementéw podstawowych: sprezyny, thumika i masy oraz zewnetrznych sit.

Sprezyna reprezentuje sily sprgzystosci — sity reakcji elementu proporcjonalne do przesunigcia
koncow”:

o X4 N L Foy(0) = e(x,4(0) = x5(0)) 66
- Fop(6) = clxp (£) = x4 (1))

E gdzie x4 przesuniecie konca A4, xz — przesuniecie drugiego konca,

Fo4 F.p ¢ — wspotczynnik sztywnosci (zalezny od konstrukcji i

Rys. I-17. Sprezyna materiatu).

Thumik reprezentuje zjawisko tarcia podczas ruchu ciata w cieczy lub gazie (tarcie lepkie), ktore
powoduje nieodwracalne przeksztatcanie energii mechanicznej w ciepto. Sity reakcji thumika zaleza do
predkosci poruszajacych sie koncow’:

e L Fuu()=b{E, (1) = 5 (1)) e

P - Fyp(t) = bl (1) =5, (1))

: ” gdzi,e X, (t). — pre;d'kosté kOI'lC?l A, Xg(t) — pre;c'1'1<.0s'é kor.'lca B, b -
Fos Fos wspolczynnik tlumienia (zalezny od konstrukcji i materiatu).

Rys. I-18. Ttumik

Masa jest wlasnoscia ciata, ktora przeciwdziata zmianie predkosci wymuszanej przez zewngtrzng
site. Sita reakcji F, jest proporcjonalna do przyspieszenia (a):

a— F, (t) = mx(t) (1-68)
- gdzie X(¢) — przyspieszenie (a), m — masa.
" Opisywany element nie uwzglednia ksztattu ciata i punktu przylozenia sity —

Fm cata masa ciata jest skupiona w jednym punkcie.

Rys. I-19. Masa

Konstrukcja modeli uktadéw mechanicznych poruszajacych si¢ wzdtuz jednego kierunku polega na
utozeniu bilansu sit dla wszystkich punktow, ktore lacza elementy schematu i maja rézne przesunigcia
lub inaczej méwigc — poruszajg si¢ z réoznymi predkosciami (punkty bilansowe). Po jednej stronie
bilansu wystepuja wszystkie zewnetrzne sity akcji, a po drugiej stronie — sity reakcji wszystkich
elementow polaczonych z danym punktem. Zjawiska fizyczne i1 konstrukcje bardziej ztozonych
modeli mechanicznych opisano na przyktad w [3].

Najprostsze przyktady uktadéw mechanicznych zawieraja jeden ruchomy punkt — model zawiera
jedno réwnanie bilansowe. Na przyktad polaczenie sprezyny i ttumika reprezentujacego opory tarcia
(Rys. 1-20) jest opisane przez rownanie bilansowe, w ktorym
wystepuje zewnetrzna sita F' 1 suma sit reakcji

c b :I sprezyny i thumika z jednym usztywnionym koncem:

—> bl 5 ¢ bi(t) +cx(t) = F(t) (1-69)

%’x—' 27 F Zmienng wejSciowg modelu jest sita zewnetrzna F,
Ryé. I-20. Sprezyna z fhumikiem a wyjSciem przesunigeie x.

Natomiast dla podobnego uktadu sprezyny i thumika, w ktorym wystepuje dodatkowo masa punktowa
(Rys. I-21) rownanie bilansowe sit ma postac:

mx(t)+bx(t) +cx(t) = F(t) (1-70)
Kompletny model obejmuje nadal jedno rownanie, ale tym
razem drugiego rzedu.

' w ogolnym przypadku trzeba uwzglednié fakt, ze sity i momenty sit sa wielkosciami wektorowymi
zewngtrzna sita akeji (F,) wywotuje przesunigcia az do zrownowazenia przez sit¢ reakcji elementu (F.4)
3 zewnetrzna sita akcji (F,) jest zcownowazona przez site reakcji elementu (Fy,) przy pewnych predkosciach
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Punkty bilansowe, dla ktérych nalezy utozy¢ rownania rézniczkowe czesto znajdujg si¢ w punktach
reprezentujacych masy, tak jak to prezentuje przyktad na Rys. I-22, opisany przez uktad rownan:

by —>Fr {F =m,X, +byXy + ¢y (X, —X;)
m J\AAI_ m; A . . .,
AAA C by Uktad ma jedng zmienng wejsciowa (F)
dwie zmienne wyjsciowe (x1, x2).
C1 % % ‘ YJ ( 1y 2)
X1 X2
Rys. I-22. Uktad z dwoma punktami i masami

I-71)

Wystepowanie mas w punktach bilansowych nie jest konieczne. Bardziej ogélnie mozna powiedzied,
ze istotne sg punkty gdzie taczg si¢ konce sprezyn i1 thumikow, jak na Rys. 1-23.

:I b, {0 =myX, +by Xy +¢y (x5 —xp)
—AAA—

. 1-72)

Cr b, W modelu nie wystgpuje zewnetrzne wymuszenie
el (nie ma zmienne] wejsciowej), ale mozna badac
—t —]{ . 4
ﬁ X1 % X zachowanie ukladu od zadanych warunkow
Rys. I-23. Uktad z dwoma punktami poczatkowych, ~ wynikajacych na przyklad =z
naciagni¢cia/$cisnigcia sprezyn.
Na podstawie powyzszych przykladow mozna wnioskowaé, ze prezentowana metoda konstrukeji
daje w wyniku uktady réwnan liniowych maksymalnie drugiego rzedu.
Doda¢ uwagi: Zaktadany kierunek przesunigcia i sity reakc;ji
Moze wahadto (doktadne i uproszczone)?

2.4.2. Jednostki i identyfikacja wartosci parametrow

Wyznaczenie warto$ci parametréw modeli mechanicznych na podstawie wymiar6w 1 materialu
moze stanowi¢ pewien problem. cdn.... Przyktady - Zat. C.
Jednostki zmiennych i parametrow: F [N=kg-m/sz], ¢ [N/m], b [Ns/m], m [kg]
Jednostka rownan bilansowych jest N, co znajduje potwierdzenie np. w modelu:
m-X()+b-x(t)+c-x(t)=F(t)
kg.ﬂz+&.ﬂ+ﬁ.m=N —)N
s m s m
Zadania. Uktady przedstawione ponizej majg wspoOlng ceche — zawieraja dwa punkty o roéznych
przesunigciach (x;, x2), czyli wymagaja ulozenia dwoch rownan bilansowych.

> —>r
Cl 03
e ;.
m bl B m bl Ci
L e =
a) b)
F
—El— ¢ c J\/\/\’z
b, m . b;_ m C b,
b;- —AAA—

—>F d) ci
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2.5. Uklady elektryczne

2.5.1. Konstrukcja modeli

Modele dynamiki uktadow mechanicznych opierajg si¢ na bilansie napie¢ w oczkach obwodu 1
pradow lub tadunkow w wezach'. W praktyce uzywa si¢ do opisu obwodow spadkéw napieé (u) 1
natezen pradow (i), poniewaz sg to wielkosci, ktore tatwo jest zmierzy¢. Jednak z definicji natezenia
pradu:

i(t) = 4(1) (I-73)
wynika, ze mozna wykorzystywac rdwniez opis uktadow za pomocg napiec¢ () 1 tadunkow (g).

Podstawowe elementy uktadow elektrycznych to rezystor, kondensator i cewka oraz idealne zrodta
napieciowe lub pradowe. Rezystor reprezentuje straty energii elektrycznej na cieplo. Relacja
pomigdzy natezeniem pradu i oraz spadkiem napigcia na rezystorze jest proporcjonalna:

R ] i u(t) = Ri(t) & u(t) = Rq(t) (1-74)
P gdzie R — rezystancja (zalezna od wymiaréw geometrycznych elementu
S ou i materialu), §(¢#) — zmiana tadunku w czasie =i(?).

Rys. I-24. Rezystor
Kondensator opisuje zdolno$¢ uktadu do gromadzenia tadunkow, ktorg opisuje zalezno$¢:

O_C| ]_’_._o i(ty=C d‘;(tt ) o q() =Cu(t) (175)
< u

gdzie C — pojemnos¢ elektryczna (zalezna od budowy i materiatu
Rys. I-25. Kondensator kondensatora), g(¢) — tadunek.
Cewka jest elementem bezwladno$ciowym, ktory przeciwdziata zmianie nat¢zenia pradu przez
samoindukcje sity elektromotorycznej e, ktora jest proporcjonalna do zmiany pradu:

e di(t .
L s e, ()=~ ;(t) o e, (t)=—Li(1) 76
< u

gdzie L — indukcyjno$¢ wtasna (zalezna od ksztaltu i materiatu cewki).
Rys. I-26. Cewka

Tab. I-2 zawiera zalezno$ci (I-74) +(I-76) oraz przeksztalcenia tych zalezno$ci uzywane przy
uktadaniu réwnan réznymi metodami, w tym postaé operatorowa (p. 1.5), czesto stosowang w
praktyce ze wzgledu przygotowanie do dalszej analizy.

Tab. I-2. Stosowane opisy podstawowych elementéw elektrycznych

Opis napigciowo-pragdowy O.prad.-napigciowy Impedancje
u(i) i(u) u(q) Z(5) | Z(o)
rezystor (R) | u(?) = Ri(¢) u(s) = Ri(s) i(t) = Gu(t) u(t) =Rq(t) R R
kondensator 1. . L . o~ du(t) B l L 1
©) u(t) = EJ.z(t)dt u(s) = e i(s) |i(®)= Cidt u(t) = C q(t) e —ja)C
cewka (L) e ()= —L% u(s) = sLi(s) i(t)= %ju(t)dt u(t) = Lg(t) sL | joL

Rozwazmy prosty obwdd ztozony ze zrodla napigcia, cewki i rezystora (Rys. [-27). Bilans napie¢ w
oczku mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacego rownania rézniczkowego:

di (t)

L Y2+ R I (D)= t 1-77
SRR O = u, (0 0-77)

Rys. I-27. Obwod wzbudzenia silnika
Zmienng wejsciowg modelu jest napigcie zasilajace u,, a zmienng wyjSciowg natezenie pradu w
obwodzie i,. Praktycznym przykladem rozwazanego obiektu by¢ moze by¢ obwdd wzbudzenia
silnika, w ktérym uwzgledniono indukcyjno$¢ zwojow i ich rezystancjg.

Kolejny prosty obwod elektryczny zawiera elementy RLC (Rys. [-28). Do opisania réwniez
wystarczy jedno réwnanie bilansowe:

!z definicji natezenie pradu jest pochodna tadunku w czasie: i(2) = dg(t) / dt
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, di)

+Ri(t) +— j i(t)dt = u(t) (1-78)

Rys. 1-28. UTdad oscylacyjny RLC
Opisujac uktad za pomoca napie¢ i pradéw uzyskuje sie rownanie catkowo-rézniczkowe. Uzyskanie
modelu w postaci rownania rozniczkowego wymaga opisu za pomoca napi¢¢ i tadunkow:
.. . 1
LCJ(t)+R61(t)+ECJ(t) =u(1) (I-79)

W praktyce inzynierskiej najczesciej stosuje si¢ rOwnanie (I-78), ktore zostalo przeksztatcone (lub od
razu skonstruowane) do postaci operatorowe;:

sLi(s)+ Ri(s) + Li(s) =u(s) (1-80)
sC

Jedna z metod uktadania rownan dla ztozonych obwodéw elektrycznych jest metoda oczkowa.
Pierwszy etap metody polega na wyznaczeniu odpowiedniej liczy niezaleznych oczek. W uktadzie
przedstawionym na Rys. I-29 mozna wyrézni¢ dwa niezalezne oczka'. Rownania bilansowe dla
wyznaczonych oczek najwygodniej jest zapisa¢ w postaci operatorowej:

R L C
1 | 5 ‘ e =5Lyi; + Ryl () + lzCl1
oo (1-81)
@ @Rz 0 =sLi, + Ry +——+1-2
Fl ‘ -|_C2 ' sC o sGy
1 )

Rys. I-29. Uktad dwuobwodowy 1
Réwnaniom operatorowym (I-81) odpowiadajg réwnania rézniczkowo-catkowe:

di i, —1
e=L,—2+R,i, +[2—Ldt
di i i —i (1-82)
dt C, C,
1 roOwnania roézniczkowe:

.. . q,—¢q
e=L,G, +Ryq, + S
g 2q g (1-83)
0=L,G, +Rg +++1 12
191 14 C, C,

Przedstawiona metoda konstrukcji prowadzi do modeli, ktére zawieraja uktady rownan liniowych w
postaci rownan operatorowych lub rézniczkowo-catkowych lub rézniczkowych maksymalnie drugiego
rzedu. Wybdr formy modelu zalezy od jego dalszego wykorzystania. Rozwinigcie przedstawionych

zasad zawiera na przyktad podrgcznik [3].
Doda¢ uwagi: Zaktadany kierunek pradu i spadku napiecia

2.5.2. Jednostki i identyfikacja wartoSci parametrow

Parametry modeli elektrycznych wynikaja gtownie z elementdow RLC o znanych warto$ciach.
Przyktady - Zat. C
Jednostki zmiennych 1 parametrow: u [V], i [A=C/s], R [Q=V/A], C [F=C/V], L [H=Wb/A=Vs/A];
Jednostka rownania bilansowego w metodzie oczkowej jest V, co mozna sprawdzi¢, np. dla:

L-fi(t)+R-4(t)+%-q(t)=u(t)

H£+Q£+FC V —>L£+KA+FC V

52 s Als s A
Energia (praca) [J=VAs]

! Sposob wyznaczenia niezaleznych oczek moze byé rézny — na przyktad mozna po wyznaczeniu kazdego oczka wylaczaé
z dalszego wyboru jedng z gatezi tego oczka
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Zadania. Wspo6lng cechg ponizszych uktadéw jest mozliwos$¢ zdefiniowania dwoch oczek oraz jedna
zmienna wejsciowa

R, C R;

L2 DL, D

i i

Doda¢ przyklad gdy zmienna wyj$ciowa jest nie prad, tylko napigcie na elemencie

2.6. Uktady hydrauliczne i pneumatyczne

2.7. Inne (w tym uklady biologiczne)
Model van der Pola?
Lotki-Volterry

2.8. Analogie
Poréwnanie opisu obiektow réznego typu pozwala sformutowac kilka analogii (Tab.L.-7).
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Analogie opieraja si¢ na podobienstwie opisu zjawisk. Jak mozna zauwazy¢ na podstawie tabeli
najbardziej podobne sa do siebie opisy uktadow elektrycznych i mechanicznych — spadki napieé¢
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odpowiadaja sitom a tadunki — przesunigciom @' Poza tym w obu ukladach wystepuja elementy
gromadzace energie (kondensator, sprezyna) i rozpraszajace energi¢ (rezystor, thumik) oraz elementy
bezwladno$ciowe przeciwdziatajace zmianom (cewka, masa)”. Analogie t¢ mozna rozszerzy¢ o uktady
hydrauliczne zamknigte, czyli uktady w ktérych rozpatruje si¢ przeplyw medium wymuszony przez
roznice cisnien, przy czym to medium wykazuje pewna mase i jest scisliwe’ — zaklada sie, ze mozna
pominaé termodynamiczne przemiany gazu @

Druga par¢ bardzo podobnych opiséw stanowig modele obiektow cieplnych i1 ukladow
hydraulicznych otwartych (zbiorniki) — cieptu odpowiadaja objetosci a strumieniom ciepta (mocy) —
przeptywy medium. W obu przypadkach bilansuje si¢ zawarto§¢ pewnego rodzaju magazynéw (ciepta,
objetosci), a ich stan charakteryzuja zmienne stanu (temperatura, wysokos$¢). W poréwnaniu do
uktadéw mechanicznych i elektrycznych — nie wystepuje tu odpowiednik zjawiska bezwladnosci’. W
obiektach cieplnych mozna za to wskaza¢ charakterystyczne przyktady elementdw opozniajacych (=),
ktére wystepuja przy wykorzystaniu przeptywajacego medium jako nosnika — na przyktad ciepta (Rys.
1-30). Jesli Sciany przewodu sa dobrze izolowane (przewodzenie ciepta przez $ciany jest pomijalne) to
ma miejsce jedynie opdznienie transportowe opisane rownaniem:

Tl€+ ,_Tl"y Twy(t)sze(t_To) (1'84)
/= 7 > f gdzie T, — czas opdznienia zalezny od odlegtosci i predkosci
Rys. I-30. Opodznienie transportowe przeptywu.

Kazda analogia ma swoje ograniczenia — zakres zastosowania, na przyktad zatozenie o liniowos$ci
zastosowanego opisu. Analogie ulatwiaja nam przenoszenie wiedzy pomiedzy dziedzinami i pokazuja
znaczenie rozwijania i zastosowania uniwersalnych metod analizy, opartych na rownaniach
rézniczkowych i transmitancjach.

2.9. Modele rzeczywistych obiektéow - zalozenia i ograniczenia modeli

Elementarne liniowe uktady dynamiki 1 i 2 rzgdu maja duze znaczenie teoretyczne, ale nie
wystepuja w rzeczywistych warunkach. Zastosowanie tak prostych modeli zawsze jest efektem
przyjetych zatozen, ktore pozwalaja uprosci¢ opis, kosztem ograniczenia doktadnosci modelu.
Prostszy model to nie tylko tatwiejsze obliczenia, ale takze mniejsza ilo$¢ parametrow, ktorych
wartosci trzeba wyznaczy¢. Tak wiec w praktyce inzynierskiej kluczowa role odgrywa przygotowanie
dobrego i w miarg prostego modelu. Dodac¢ brzytwa Ockhama??

Podstawowe znaczenie maja zalozenia upraszczajace dotyczace zakresu stosowania modelu, jego
rzgdu oraz liniowos$ci opisu. Zazwyczaj kazdy model jest konstruowany przy zalozeniu, ze zmienne
opisujace przebieg procesoOw nie przekrocza naturalnych ograniczen czy dopuszczalnych wartos$ci, na
przyktad nie zdarzy si¢ ujemny poziom cieczy, temperatura nie spowoduje odksztalcenia lub
zniszczenia elementu, itp.

Jesli jednak model mialby byé wykorzystywany na model 11 I

granicy zakresu warto$ci zmiennych, to uzupehia si¢ go Li» J Wl U —z
blokami nasycenia, ktore ograniczaja warto$ci zmiennych ynamit T ;Cm X
(Rys. I-31). Rys. I-31. Ograniczenie wartosci zmiennych

Praktycznie rowniez zawsze stosuje si¢ zatozenia, ktore ograniczaja rzad modelu. W przypadku
modeli liniowych odpowiada to wprost uwzglednieniu tylko tych biegunow uktadu, ktore majg istotne
znaczenie dla stabilno$ci, czasu reakcji, oscylacji (=). Doswiadczenia z konstrukcji modeli na
podstawie opisu zjawisk fizycznych (=) wskazuja, ze element (proces) ma tym wigkszy wptyw na
dynamike im stanowi wigkszy magazyn wielkosci (masy, energii, ...) w ukladzie.

Roéwnie wazne sg zatozenia zapewniajace liniowos¢ modelu (o ile to mozliwe). Wiasciwie to
wystepuja one zawsze bo kazda liniowa zalezno$¢ stosowana do opisu rzeczywistosci jest jedynie jej
przyblizeniem. Wymienia si¢ wiec najistotniejsze zalozenia, decydujace o doktadno$ci upraszczanego
modelu, ktora zalezy rowniez od przewidywanego zakresu zmian wartosci zmiennych.

@' Patrz: analogie eletromechaniczne, np. [14]
? elementy mechaniczne maja mniejszy zakres liniowosci opisu niz elementy elektryczne
3 Przy przeptywie cieczy uwzglednia si¢ mase a zwykle pomija $cisliwo$é. Natomiast przy przeptywie gazu nalezy
uwzglednié¢ $cisliwos¢ a mas¢ mozna pominacé.
®* Patrz: mechanika gazow, przemiany gazowe, np. [3 (r.11)]
> Bezwladnos¢ przeptywajacej cieczy rozpatruje si¢ w uktadach hydraulicznych zamknigtych
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3. Badania symulacyjne (powtérka z podstaw Matlaba)

3.1. Wprowadzenie — elementy [5]

3.1.1. Zmienne

Programy symulacyjne takie jak Matlab i jemu podobne sa przystosowane w szczegdlny sposob do
wykonywania operacji na wektorach i macierzach. T¢ wlasno§¢ wykorzystuje si¢ nie tylko do
wykonywania operacji na macierzach (np.: A+B, A-B, A*B, A/B), ale takze jako sposob realizacji
szybkich petli programowych — wéwczas uzywane sg operatory z kropka dziatajace na elementach
macierzy (np. A.+B, A.-B, A.*B, A./B). W kazdym przypadku warunkiem wykonania operacji jest
zgodnos¢ wymiaréw macierzy odpowiednia dla operacji. Wektory i macierze sg réwniez typowym
sposobem definiowania zestawu wspotczynnikow, na przyktad dla wielomianow.

Wiasciwie kazda prosta zmienna (liczba, zmienna logiczna, znak alfanumeryczny, tekst) moze by¢
traktowana jako macierz o okreslonych wymiarach, niezaleznie od tego jak zostata zdefiniowana.
Zmienne (macierze) moga by¢ definiowane przez:

- podstawienie warto$ci, np.: a=3, b=[1 2; 3 4], c='cos', d=['aaa';'bbb";'ccc'],

- zastosowanie specjalistycznych funkcji, np.: zeros(2), ones(3), eye(2),

- wygenerowane za pomocg operatora ":', np.: a=0:2:20.

Przy definicji zawarto$ci macierzy stosowane sg nawiasy [], a przy odwotywaniu si¢ do elementow
macierzy nawiasy (). Wiersze i kolumny macierzy sa numerowane od 1.

3.1.2. Podstawowe funkcje matematyczne i tekstowe

Pakiety symulacyjne udostepniaja bardzo wiele funkcji realizujacych réznorodne zadania.
Dokumentacja oprogramowania jest bardzo obszerna i cho¢ jest podzielona na typowe dziaty to
problemem moze by¢ szybkie wyszukanie nazwy odpowiedniej funkcji. Warto wiec zwroci¢ uwage na
to, ze w opisie kazdej funkcji sa zazwyczaj odno$niki (nazwy) do innych funkcji z nig zwigzanych
(,,See also™).

W przypadku Matlaba, oprocz peinej dokumentacji dostepnej w przegladarce, dostepne sg krotkie,
podreczne opisy wyswietlane w oknie komend. Polecenie ,,help” wyswietla nazwy zainstalowanych
bibliotek, natomiast ,.help nazwa_biblioteki” wyswietla nazwy wszystkich funkcji w niej zawartych.
Na przyktad zawartos$¢ podstawowych bibliotek:

- help ops — operatory i znaki specjalne,

- help elfun — elementarne funkcje matematyczne (sin, exp, sqrt, abs, mod, real, imag, ...),
- help elmat — podstawowe operacje na macierzach (zeros, ones, size, inf, nan, ...),

- help strfun — operacje na tekstach (strcat, num2str, int2str, sprintf, ...).

3.1.3.  Wykresy

Wtlasnosci obiektow automatyki bardzo czgsto sa prezentowane i badane na podstawie réznego typu
wykresow. Zazwyczaj stosowane sg rodziny wykresow w ukladzie x-y, a dane do wykreséw zawarte
sa w zmiennych typu wektor lub macierz. Do utworzenia wykresOw wystarcza podstawowa funkcja
typu plot, ktéra umozliwia rysowanie wykresow w roznych kolorach i réznymi typami linii.
Dodatkowe mozliwo$ci zapewniaja funkcje do definiowania réznych wilasnosci wykresu lub okna
graficznego, w ktorym ten wykres jest wyswietlany, na przyktad tytul, opis osi, legenda, skalowanie,
itp. Zaréwno funkcja plot, jak i funkcje pomocnicze dzialaja w ,,aktywnym” oknie graficznym.

3.1.4. Skrypty

Badania symulacyjne polegaja zazwyczaj na wygenerowaniu wielu serii wynikow, otrzymywanych
na przyktad dla réznych wartosci wybranych parametrow. Pojawia si¢ wigc problem sposobu
dokumentowania prowadzonych badan. Mozna to w prosty sposob osiggna¢ za pomocg skryptow, w
ktorych beda zapisane pelne programy badan — od zdefiniowania zmiennych, przez wykonanie
symulacji, do opracowania wynikow. Skrypt zapewnia nie tylko dokumentowanie ale takze mozliwos¢
powtdérzenia badan, poprawienia btedow, zmodyfikowania zakresu, itd. W skryptach czgsto
wykorzystuje si¢ elementy programowania, takie jak instrukcje warunkowe czy petle (Tab. 1-3).

Tab. I-3. Elementy programowania

Matlab Octave Scilab
komentarz liniowy |% ... #..1lub% ... /...
komentarz blokowy #{ ... #} lub %{ ... %}
warunek if WL, OP1, else OP2, end |if WL OPI else OP2 endif if WL, OP1, else OP2, end
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wybor switch WL, case OP1, ... switch WL case OP1 ... select WL, case OP1
otherwise OPn, end otherwise OPn, endswitch else OPn, end

petla for for LP, operacje end for LP operacje endfor for LP do, operacje end

petla while while WL, OP end while WL OP endwhile while WL do, OP end

gdzie: WL — warunek logiczny, OP — operacje, LP — licznik petli, np.: i=poczatek:krok:koniec,

3.2.

Przyktady — podstawowe funkcje i operacje

Kilka ponizszych fragmentéw skryptow (Tab. I-4) zawiera przyktady generowania i operacji na
zmiennych (w szczegdlnosci macierzy), tworzenia i definiowania wlasno$ci okna graficznego oraz
rysowania dwu- i troj-wymiarowych wykreséw funkc;ji.

Tab. I-4. Przyktady skryptow generujacych wykresy

Matlab Octave Scilab
Nazwa skryptu |*.m *m * sci
Otarcie okna figure; figure; figure();
Bez kasowania |hold on; hold on; set(gca(), 'auto_clear', 'off);
Wiacz siatke grid on; grid on; set(gca(), 'grid', [1,1]);
Wykres funkcji  |x =[-10:1:10]; x =[-10:1:10]; x =[-10:1:10];
ax2 fora=-2:.5:2; fora=-2:.5:2; fora=-2:.5:2do
plot(x, a*x.*x); plot(x, a*x.*x); plot(x, a*x.*x);
end endfor end
Wykres funkcji | [X,y]=meshgrid(-2:.2:2,-2:.2:2); |[X,y]=meshgrid(-2:.2:2,-2:.2:2); |[x,y]=meshgrid(-2:.2:2,-2:.2:2);
(—x2 _yZ) z = x.*exp(-x."2-y."2); z = x.*exp(-x."2-y."2); z = x.*exp(-x."2-y."2);
xe mesh(z) mesh(x,y,z) mesh(z)

Wykresy sa czegsto podstawowym sposobem prezentacji wynikow badan, powinny wigc by¢ wykonane
1 opisane w przejrzysty sposob, czemu stuzg przedstawione funkcje - Tab. I-5.

Tab. I-5. Funkcje pomocnicze wykresow

Matlab Octave Scilab
Tytut wykresu title("Tytul wykresu'); title("Tytul wykresu'") title("Tytul wykresu');
Opis osi X xlabel('Czas [s]"); xlabel"Opis osi x") xlabel('Czas [s]");
Opis osi y ylabel('Wyjscie'); ylabel("Opis osi y") ylabel('Wyjscie');

Tekst na wykresie
Legenda

text (1,27, 'dowolny");
legend('A', 'B");

text (1, 27, "dowolny");
legend (UAH’HB");

xstring(1, 27, 'dowolny");
legend('A', 'B");

Kolor i typ linii

plot(x, x+x, 'r-")

plot(x, x+x, 'r-")

Podzial okna i wybor

czgscei aktywnej

subplot(2,1,2); plot(x, X);

subplot(2,1,1); plot(x, x+xX);

subplot(2,1,1);plot(x, x+x);
subplot(2,1,2); plot(x, X);

3.3.

Rozbudow¢ przyktady a zadania przenie$¢ do opisu lab

Pytania, zadania — zastosowanie macierzy i wykreséw (LAB 01)

Celem pierwszych symulacji jest sprawdzenie funkcji zwigzanych z generowaniem wykresow oraz
zastosowaniem macierzy (wektoréw) w roznych rolach:
- generowanie macierzy i odwotywanie si¢ do wybranych elementéw (m.in. operator '),
- operacje na macierzach i na elementach macierzy,

- rysowanie wykresow dwu- i tr6j-wymiarowych.
Symulacje nalezy zrealizowa¢ z wykorzystaniem skryptow.

1° Zdefiniuj przyktadowe macierze o wybranej iloSci wierszy i1 kolumn, a nastepnie zrealizuj operacje
mnozenia/dzielenia: a) dwdch macierzy: A*B; b) elementéw dwoch macierzy: A.*B. Zwro¢ uwage
na dopasowanie wymiaro6w macierzy zaleznie od operacji.

20
30

krokach wykonaj:
- zamiast indeksowania petli po zmiennej a, zdefiniuj wektor wartosci parametru a=-2:.5:2,
wprowadz licznik petli i (np. for i=1:10) i rysuj wykresy w petli dla kolejnych wartosci parametru

a,

Przejrzyj podreczng dokumentacje (help) funkcji w bibliotekach: ops, elfun, elmat, strfun.
Rozbuduj przyktadowy skrypt, ktory generuje rodzing wykreséw ax’ (Tab. I-4) — w kolejnych

- uzaleznij liczbe iteracji od liczbe pozycji w wektorze wartosci a - wykorzystaj funkcje size lub

len;

- rysyj kolejne wykresy réznymi kolorami - wprowadz wektor definiujacy liste kolorow (np. w
postaci: kolor="rgbcrgbcrgbergbe') 1 wybieraj kolejne elementy tego wektora do rysowania
kolejnych wykresow w petli;

- ogranicz list¢ koloréw (np.: kolor="rgbc') 1 gdy lista kolorow skonczy sig, to wybieraj od poczatku
- wykorzystaj funkcje mod (pamigtaj, ze tablice/macierze sg indeksowane od wartosci 1);

-28 - H

REKOPIS ©PWr (wer.Skrypt57.doc)




4°

50

Dynamika uktaddédw - podstawy andlizy | symulacii

zastosuj do kolejnych wykresow rozne kolory i typy linii:
- zdefiniuj ciagi formatujace w macierzy (np. tekst= ['r- ' ; 'b--']) 1 wybieraj kolejne wiersze tej
macierzy do rysowania kolejnych wykresow;
- lub sktadaj cigg formatujacy z elementdéw listy kolorow 1 listy symboli - wykorzystaj taczenie
tekstow, np. [tekstl,tekst2] lub strcat(tekst1, tekst2);
wykonaj legend¢ do wykresow (funkcja legend po zakonczeniu petli):
- teksty legendy wpisane w wywotaniu funkcji - przyktady:

|legend(’cos’, 'ktos', 'gdzies')

| legend('a=1', 'a=2', 'a=100")

- teksty legendy przygotowne w petli jako wiersze macierzy (musza mie¢ ta sama dlugos¢):

opis(i,:)=lista(i,:);
end
legend(opis);

opis=[opis;lista(i,:)];

end
legend(opis);

end
legend(opis);

opis(i,:)=sprintf('a=%3d', a(i));

Matlab/Octave/Scilab Matlab/Octave Matlab/Octave/Scilab Matlab/Octave
lista=['co '; 'kto '; 'gdzie'];|lista=['co '; 'kto '; 'gdzie'];|a=[1,2,100]; a=[1,2,100];
opis = lista(1,:); opis="; opis ='a= opis =";

for i=1:3 for i=1:3 for i=1:3 for i=1:3

opis=[opis; sprintf('a=%3d', a(i))];
end
legend(opis);

teksty legendy przygotowne w petli jako teksty o roznej dlugosci (funkcja strsplit):

end
legend(strsplit(opis, ',"));

opis=[opis, sprintf('a=%3d,', a(i))];

Matlab/Octave??? Matlab???/Octave???/Scilab
a=[1,2,100]; a=[1,2,100];

opis ="; opis ="}

for i=1:3 for i=1:3

opis=opis+ sprintf('a=%3d,', a(i));

end

legend(strsplit(opis, ,));

Wielomiany

Zdefiniuj przyktadowe wielomiany:
- w postaci og6lnej (za pomocg wektora/macierzy wspotczynnikow),
- w postaci iloczynowej, definiujac pierwiastki rzeczywiste i zespolone (patrz funkcje real,

image),

Zdefiniuj przyktadowy uktad rownan
Wyznacz pierwiastki zdefiniowanych wielomianow/uktadéw réwnan. Sprawdz np. funkcje poly i

roots w Matlabie.

Okresl typ (=) podanych funkcji i przedstaw rodziny wykresow tych funkcji:

2 1
= || 2=2 b) y=———,
2) ¥ ( b j e Vax® +b

Dobierz odpowiednio dziedzing funkcji, a sposrod réznych warto$ci parametrow (a, b, ¢, d) wybierz
takie zestawy aby uzyska¢ rézne postaci krzywych. Rysowanie danej rodziny wykresow dla
réznych warto$ci parametréw zrealizuj przy uzyciu petli.

a—+bx
c+dx’

¢) y=

6° Narysuj powierzchnie z(x,)) opisane nast¢pujacymi funkcjami:
b) a’x? +b%y? +cz? =1.

Dobierz dziedzing funkcji, tak aby przedstawi¢ wszystkie charakterystyczne cechy powierzchni, np.
punkty nieciggltosci, ekstrema. Jak warto$ci parametréw (a, b, ¢) wptywaja na wyglad powierzchni?

a) ax’ +by’ =cz,
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