LISTA03: Rownania stanu i transmitancje

Przygotowanie
1. Jak wyznaczy¢ rownanie charakterystyczne i punkt rOwnowagi na podstawie:

a) rownania n-tego rzedu; b) rownan stanu; ¢) transmitancji
2. Jakie ograniczenia spelnia uktad, ktéry mozna opisa¢ za pomocg transmitancji?
3. Co to sa warunki poczatkowe i jak je zdefiniowac (zada¢) w przypadku:

a) rownania n-tego rzedu; b) uktadu n rownan 1-ego rzedu; ¢) transmitancji

4. Jak zada¢ warunki poczatkowe przy uruchamianiu symulacji od zadanego stanu rownowagi (w

wybranym punkcie pracy)
5. Co to jest i kiedy mozna zastosowac twierdzenie o warto$ci koncowe;j?

Zadania 1. Dla uktadéw rownan

a) zapisz w postaci rownan stanu (macierzy) i podaj rownanie charakterystyczne

b) wyznacz transmitancje dla zmiennych x; 1 X, 1 podaj rbwnanie charakterystyczne
¢) przedstaw réwnania statyczne i wyznacz punkt/punkty réwnowagi

Przyktady
D {45510)4'[?35510)—[?1’520):“10) 0)  [mi, (1) + %, (£) — X%, (1) + ¢, (1) = u, (¢)
byx, (£) = byx, (¢) + 2x, () = u, (¢) + u, () Xy () = X1 () + ¢y x5 (1) = uy (1) + uy (2)

2[5y (8) = %, (6) + ex, (6) = uy (1) + 1y (1) 7

m, (1) + 35, () — x (1) = uy (1)

mix, (1) +4x, () + 2x,(¢) + cx; () = u; () + 2u, (¢)

2x, (1) +cx, () + 3%, (1) +3x,(£) =0

3)
byx, (1) +cx, (1) = 2x,(t) = u, () +u, (¢) 2%, () + 2x,(8) + 3%, () + 3%, (t) = u, (1)

5x,(t)+cx (t)+5x,(¢) = u, (¢)

bxy (1) + x5 () = 2x,(¢) = uy () + u, (2) 2%, () + 2%, () + 3x, () + 2x,(¢) = uy (¢) + 2u, (1)

4%, (t) + b, (t) — bx, () + 3x, () = u, (¢) 10) (5%, (£) + b, (¢) + 5x, (t) = 2u, (¢)

bity (1) = bty (1) + 2, () = uy () + 1, (1)

4%, (8) + byxy (1) +4x, () —cx, (1) = uy (¢) 8) {mjél () +4x, () +cx; (1) + 2x, () = uy () + 2u, (2)
5) {

4) {m)'c'l (1) + 2%, (£) + 4x,(¢) — x5 (£) = u, (2) 9)

2%, () + 2%, (1) + 2x, (1) + 2x, (1) = uy (1) + 2u, (¢)
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Zadania 2. Dla podanych przyktadow kaskad zbiornikéw

a) skonstruuj doktadny model kaskady, a nastepnie

- okre$l zmienne wejSciowe 1 wyjSciowe (zmienne stanu) - uzasadnij,
- wyznacz robwnanie statyczne i charakterystyczne,

- wyznacz punkt/punkty rownowagi.

b) skonstruuj uproszczony (zlinearyzowany) model kaskady:

- przedstaw go w postaci rOwnan stanu,

- napisz rOwnanie statyczne i1 charakterystyczne,

- wyznacz punkt/punkty réwnowagi,

- wyznacz bieguny i okre$l warunki stabilnosci

¢) przedstaw uproszczony model kaskady w postaci transmitancji i na tej podstawie
- wyznacz punkt/punkty réwnowagi,

- wyznacz bieguny i okresl warunki stabilnosci.
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) e D ful T <—| fue
wel
f wyl h 1 f wyl
—;_> +— f we2 > _>f wy2
I, f wy2
3) — 4) g

A A /5 P T /i

@ 1) —

3 Al mols JE

7) — 8) -1
N 4|fz Ji I
ny
ni:
9 — 100
i N
/ h f /s hi

]’lz f2 h3 f3

13) . “«— fo 14) |7l I3
h
hy 7
w —>
A;vz Ay ’ -pfy 1
hy Iy 1

ListaZad03.doc 2



Zadania 3. Dla uktadow mechanicznych

a) skonstruuj model (réwnania bilansowe sit)

b) zapisz model w postaci rOwnan stanu (macierzy) i podaj rownanie charakterystyczne
¢) wyznacz transmitancje wszystkich zmiennych wyjsciowych ( xy, xz, ...), podaj rownanie
charakterystyczne

d) przedstaw roOwnania statyczne i wyznacz punkt/punkty rownowagi

e) dla uktadow drugiego rzedu wyznacz ttumienie ¢
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15)

Jak wyznaczy¢ transmitancje gdy nie ma zewnetrznego wymuszenia?
Dodad rdzne przyktady modeli mechanicznych — waozki, windy, ...
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Rozwiazanie zadan 2 — przvklad 3:

N e {Alhl(t):ﬁ(t)_fz(t)

ho [P S 0= £0- £
>
(0 = A,y 28( (0) = s (1)) = ay (I (6) = sy (1)
Zad.2a) Doktadny model kaskady i badania
Ay (6) = £(0) = 4,128 (1 (1)~ Dy (1)
Ay (1) =4, \/28(h1 ()= hy (1)) = £3(1)

* Zmienne wyj$ciowe (zmienne stanu) /;, h,. Zmienne wejsciowe f7, f3.

* Dokladny model kaskady: {

: 0=f,—A,~2g\h —h
+ Rownania statyczne: { Si= Ay g( ! 2) — AWIJZgih1 —h i:fl = f,
0=4,, 2g(h1—h2)—f3
*  Punkt rownowagi: dla f, = f; jest wiele rozwigzan (punktow réwnowagi)

dla f; # f; brak rozwigzan (punktu rownowagi)
Z.ad.2b) Rownania stanu i badania
* Uproszczony model kaskady: { 4, hl t) = f.(t)—a (h1 (t) - h, (t))
Aoy (1) = @, (1 (1) = 1y (D)= £50)

* Rownania stanu -a, q 1 0
W postaci macierzowe;j: ;'ll () _ 4 A, [ hy (t)}_ A4, { h (t)}
] |4 —a | ho] |, ZLLAO
A4, A4, 4,
a a4
* Roéwnanie charakterystyczne: 4 q
1 (I —
4 4“4
4, A,
2
R e R R E—
4 4, 4,4,
a + A | a + A4 al2 —0 | (4 45)
4 A, 4,4,

(a, + A, A)a, + AyA)—af =0

A A, 2% +a, (4, + A)A+af —af =0
A A 27 +a) (4, + 4,)A=0

A, 4,2+ a, (4, + 4,))=0

* Bieguny: —a(4,+4
S 4, =0, 4, = w <0, bo wszystkie wspotczynniki sg
14
dodatnie. Uktad na granicy stabilnosci.
4 4 1 0
, . 0 | 4 4 [m@®]| |4 Si (@)
* Rownania statyczne: = +
0 G T4 h () 0 “LA@
4, 4 4,
*  Prost ta¢ rownan 0= f, —a;(ly —hy)
rostsza po§ a¢ rOwnan - @ =m) a(h —hy)=f, = f,
statycznych: 0=a,(h —hy)- fs
*  Punkt rownowagi: dla f, = f; jest wiele rozwigzan (punktow réwnowagi)

dla f, # f; brak rozwiazan (punktu rownowagi)

Podsumowanie: zerowy biegun i brak punktu rownowagi przy statym wymuszeniu — uktad ma
wiasnosci catkujace.
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Zad.2c¢) Transmitancje i badania
Uktad ma 4 transmitancje (2 we, 2 wy) o takim samym mianowniku (kaskada wspotdziatajaca).

» Uproszczony model {Al hl 0 = £,(t) - a, (hl ()~ h, (t))
kaskady: .
Ayhy (1) = ay (I (6) = By () = f5(0)

* Roéwnanie operatorowe: {A1Sh1 (s) = fi(s)—q (h1 (s)—h, (s))
Ayshy (5) = @ Uy (8) = 1 () = £3(9)

» Transmitancje (1)
- uporzadkowanie {( Ays +a, )y (s) = £,(s) +a,hy (s)

i)c;vgrrigiiwegoz (A2S ta )h2 () =a;h(s) = f5(5)
: Istawionio
N oowiszanic: {Mlhl (5) = £1(5) + ahy s) o iy(s) = 1A 0)
M, h, (s) = ayhy(s) = f5(s) 1
M h,(s) = a, 15) ;/[alhz ) = f3(s) |-M,
1

M1M2h2(s):a1f1(s)+a1 hy(s) =M, f5(s)

a fi(s) -M fz(s)

(MM, —a? () = a, £ ()~ M fy(5) > By (s) = pYRv
|

a,fi(s)— M, f5(s)

MM, —af
M, (MM, —a? () = (MM, —a? )fi(s) + a2 £(9) — M, £(5)
Ml(Mle _alz)hl(s) =M M, f,(s)—aM, f5(s)

Mh(s)= fi(s)+a

|'(M1M2 _alz)

M, fi(s)- a1f3 (s)

(MM, = a? Iy (5) = M, £(s)—a, fy(s) = hy(s) =

M M, —al
Zgodnie z przewidywaniem wyprowadzono:
M, —a A,s+a
=—=~f+— h =

IVRARYRA 1(s) = M()fl()M() (s)
a -M As+ay)

o= o 1 _ — (45 +4a

2 Mfl M VE hy(s) = ( ) (s)+ —M(s) S3(9)
gdzie M =M M, —a’ gdzie M (s) =s(A1A2s+a1Al +a1A2)

* Transmitancje (2) - alternatywna metoda z zastosowaniem wzoréw Cramera

uporzgdkowanie {Al shy(s)+ah(s)—a,hy(s) = f1(s)

i)(;\;]rrzgiiwego: = a7y () + Ay5hy (5) + ayhy (s) = = f3(5)
- zapis macierzowy: |:A1S+a1 —a, }{hl(s)} { fl(s)}
—a;,  Ays+a, | hy(s) f3(5)
- C : -
wzorp}l; e W = det {As+a1 “ } (A5 +a, NAys +a,)—at = M(s)
P —-aq A,s +a
LW
{ 22) Azsilal (45 +a)) i (5) = a f3(s)
{ S+a fl(S)}:_(A2S+al)f3(s)+a1fl(S)
—a _f3(S)
- wyniki _K ( 2s+a1)f1(s)—a1f3(s) _ Ays+a —-a
)=y, = M(s) " ue " ue Y
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_ alfl(S)—(Azs"'al)fz(S) __ @ jfl(s)+_(A2S+a1)

hy(s) = % M
(s) M(s) M(s)

13(9)

Transmitancje oczywiscie identyczne jak poprzednio. Uwaga: mianownik (W) wyznaczany na
podstawie jednego przeksztatcenia (bardzo podobne do rownan stanu)

» Transmitancje (3) - alternatywna metoda z operatorem macierzowym

- zapis rOwnania a a a
operatorowego: Shy (s) =_1f1(s)_jh1 (S)JFA—lhz(S)
sx(s) = Ax(s) + Bu(s) ! ! !

oy (5) = ()= e (5) = A9
4 4 1 0
L{hl(s)}: 4, A4 {hl(s)}+ 4, {fl(s)}
hy (s) 4 A h(s) 0 L S3(s)
4, 4, A,
- operacje macierzowe x(s) = (sI _ A)leu( 5)
a, —aq T Aps + a, -q T
{hl(s)}_”z |l {fl(s)}: 4 i {fl(s)}
hy(s) 4 4 0 RN FAQ) 4 Ays +a, 0 RN FAQ)!
4, 4, 4, 4, 4, 4,

- odwrotno$¢ (sI - A)_1

W, wy, |1
{hm} T {fl(sq
0

h,(s) (_1)2+1& (=1)2*2 W B FAO!
w w 4,
2
W= det(s1-A)=det| & A | _Usra)dsta) e M(s)
—a  As+a A A, A4, AA,
A2 A2

gdzie M (s) = S(A1 A,s+a 4, + alAz)
= — = =

dt A, w4, M(s) M(s)
w4 Wo _—ay 44, _ —a4
2y W A4, M(s) M(s)’
2 2
1% _—4 W21:_a1 4,4, :_alAZ
4 w4 M(s) M(s)’
I I
W — Ais+a N Wy As+a A4, (As+a)A,
24 WA M(s) M)
(4,5 +a,)4, a4 1 0 4,5 +a, a, 4,
()| | M(s) M(s) | 4 L) || M(s)  M(s)4, | [i(s)
hy (s) _—alA2 (4,5 +a)4, 0 L £5(5) a, A, Ais +a, £5(9)
M(s) M(s) 4, M(s)4,  M(s)
- wyniki _ Ays+a —a
h(s) = M) f1(S)+—M(S)f3(S)
_&_alfl(s)—(Aszral)ﬁ(S)_ @ —(A2s+a1)
hy(s) = W M) _M(S)ﬁ(s)+—M(S) 13(s)

Mozna tez tak
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S{Alhl(s)}:{_al +al:||:hl(s)}+|:l O:||:.fl(s):|
Ay h, () a, —ay || hy(s) 0 —1] f5(s)

- operacje macierzowe h(s)] [4s+a —a, Ir1 o £.(s)
h(s)| | —a  Ays+a ] [0 =1] fi(s)
- Ays + —
det{ T “ }: (A1s+a1 )(A2s+a1)—a12
dokonczy¢

* Roéwnanie charakterystyczne
s(AlAzs +ad, + ad, ) =0
Pierwiastki: zawsze s;,=0 (wtasnosci catkujace) i 5,<0 (parametry 4;, 4>, a sa zawsze dodatnie)
Stabilno$¢: zawsze na granicy stabilnosci

Punkt réwnowagi (na podstawie tw. o wartosci koncowe;j)
1° wyjscie h; przy statych wymuszeniach f; 1 f;

. . Ays + . - . C
lim A, (¢) = lims 27T a S0 +lims a 2 , 0 ile granica istnieje!
100 §0 S(A1 Ays+ad, +ad, ) s 500 S(A1 Ays+ad, +ad, ) s
A,s + -
= lim 274 fio +lim a

50 S(Al A,s +ad, + aAz) 50 S(A1 A,s +ad, +ad, ) S0

—lim Aysta fo+1im —a f
50 S(A1A2S +ad, +ad, ) 050 s(AlAzs +ad, +ad,) %

Préba obliczenia granicy:

- przez podstawienie s=0:

0(4,4,0+ad, +ad,)" """ 0(4,4,0+ad, +ad,)”
= 00 — 00

(symbol nieoznaczony)
- polaczenie wyrazen i podstawienie s=0:

— lim (4ys +a)fio —af3 — lim Ay3ho +alfio — fro)
50 s(AlAzs +ad, +ad, ) 50 s(AlAzs +ad, +ad, )

jesli f10 = f30, to:
= lim 4% — lim 4, 110 _ 4, o _ A4, fio

520 (A4, Ays + ad, +ady) s>0(4,Ays+ad, +ady) (4,4,0+ad, +ad,) a(4, + 4,)

jesli f10 # f3, to:
— lim Aysfio +alfio = f30) _ 4,050 +alfio = f30) — 4o lub — oo
550 5(A4, Ays +ad, +ady)  0(4,4,0+ad, +ad,)
Jednak cata powyzsza proba wyznaczenia granicy jest niepotrzebna ©, poniewaz wiemy ze uktad ma
wlasnosci catkujace i wobec tego granica limx(¢) przy statym wymuszeniu nie istnieje — warunki
t—0

zastosowania twierdzenia o warto$ci koncowej nie sg spetnione

2° wyjscie h; przy wymuszeniach impulsowych f; 1 f; (wiemy, Ze granica istnieje)

. ) A,s+a . -a
lim A, (¢) = lims 1+lims 1
100 §0 S(A1 Ays+ad, +ad, ) §0 S(A1 Ays+ad, +ad, )
. A,s+a . -a
=lim +lim
50 (A1 A,s+ad, + aAz) 50 (Al A,s +ad, + aAz)
_ A,0+a -a 0 0

(4,4,0+ ad, + aA2)+ (4,4,0 + ad, +ad,) A +A4,

ListaZad03.doc



Sprawdzenie (czes¢ odpowiedzi):

Zadania 1.
. . L. xy (1) uy (1)
Roéwnania stanu: x(¢) = Ax(¢) + Bu(¢), x(¢) = ,u(t) =
X, (7) Uy (1)
o L L L L
Transmitancje: x;(s) = ﬁul(s) +L(S)u2(s), X,(s)= ﬂul(s)+L(s)u2(s)
M, (s) M, (s) M, (s) M, (s)
R.charakterystyczne Punkt réwnowagi
1) 45> + bys* —bis+2=0 xp =y +uy)/2, xy =—u, /b
2) | ms®+3s7—s+c=0 x = +uy) e, xy =-u
3) | 4bs® +(4c+bby)s* +(ch, +4b)s+2c=0 | Xy =uy+uy /2, x, = Guy +2u,)/ ¢
4) | mbs® +(m+2b)s> +(2+4b)s+2=0 xp = 2uy +uy)/2, xy =3uy +2u,
5) | 4bs® +4s* +4bs+3=0 Xy =uy /3, % =uy +u,
6) ms> +mes* + (¢, +¢,)s+¢;¢, =0 xp =/ ey, Xy = (U +uy)/ ¢
) | 3ms® +(2m +12)s? +(B3c+2)s =0 jesli u; +2u, =0 to wiele rozwigzan
8) | 3ms® +(12+2m)s?* +(Bc+2)s+2c—-4=0 ooy (e=2u —4u,
-2 2¢—4
9) 1105 +155% +(2c-10)s +3c¢—-10=0 o o2 —10uy o (e=2)u, +2cu,
Y 3e-10 7 3¢-10
10) | 56° +(5+b)s> +(b=5)s=5=0 Xy =uy /104wy, x, =2uy /5
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Zadania 2 (cze$¢ odpowiedzi):.
Przyjeto nastgpujace oznaczenia:
Ay, Aa

— powierzchnia dna odpowiednio pierwszego i drugiego zbiornika

Ay, Aw2— powierzchnia otworéw odpowiednio pierwszego i1 drugiego zbiornika (o ile wystepuja)

ay,a;  —wspotczynnik wynikajacy z linearyzacji swobodnego wyptywu odpowiednio pierwszego i
drugiego zbiornika (o ile wystgpuje)
Ukt. Model doktadny Model zlinearyzowany
robwnania we p. rownowagi r.charkterystyczne
3) _ 22l —h, ]f‘l, geshlef?, t)o wiele | g(ps+c)=0
3 0zwigzan b A4
2—A 1lZgh—h -1 s h—fl =44
ZgA c:al(Al+A2)
) Jwes | JeSli fo= fue, to By s(4,s+a,)=0
Ay fwe £ | mawiele rozw."” (A5 ta;)
4, 2—f2 2\ 28h, I = f22
: 2gAV2v2
5 2 2 _
) Ayhy = 2g(h1—h2) /i h =h, = fi as” +bs+c=0
2¢4;, a= A4
Ashy = fi+ A,y 28k —hy) = A,528h, "2 2
b=A4(a, +a,)+ A4,a,
c=a,a,
6) { Ay = n2g —hy) S [Jeslifi=fifito | s(bs+¢)=0
f3, | wiele rozwiagzan b=AA
Ayhy = A, 4/2 by —hy) = f5 + o
21 g -+ /s f4 h—h, = fl c=a,(4 +4,)
2 gA’,
7) S S, | Jeshi fi=fuy, tO h2 s(As+a)=0
Alh'l =Jfi = Au2gh Jfwy | ma wiele rozw. ¢ (4 )
A2h2 = Awl V 2ghl - f‘wy _ jiz
=
2gAv2v1
8) |Analogicznie jak p.4
N N4k =1 - 2g(h —h,) fi, | Jak p.3, oraz s(bs +c)(Azs +a3) =0
: /s fi b= 4,4
Ayhy = A, \[2g(h —hy) - hy =—=— ~ A
2.2 w28\ = hy ) = 1 3 2gAi c=a (4 +4,)
Azhy = f3 - 2gh,
10)

() Jesli podane przeptywy sa rowne, to nieskonczenie wiele rozwiazan. Jesli przeptywy sa rozne, to
brak rozwigzania (brak punktu rownowagi przy statym niezerowym wymuszeniu)

Zadania 3 (cze$¢ odpowiedzi):.
Oznaczenia: x1, xp, ...

— punkty ,,bilansowe”

Ukt Réwnania bilansowe P. rbwnowagi R.charkterystyczne
D) |[F =m, +cyx, +b,(x, — %,) x=Flc, MM, —bls* =0
{0:b1(552_5f1)+c1x2 X, =0 M, =ms* +b;s +c,
M, =bis+c,
) |[F =cx by +by (% — ) x =kl MM, —bls* =0
{Fzzmjé2+b1(5c2—xl)+czx2 x,=F,/c, M, =bis+b,s+¢
M, =ms* +bs+c,
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