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LISTA03: Równania stanu i transmitancje 

Przygotowanie 

1. Jak wyznaczyć równanie charakterystyczne i punkt równowagi na podstawie: 

a) równania n-tego rzędu; b) równań stanu; c) transmitancji 

2. Jakie ograniczenia spełnia układ, który można opisać za pomocą transmitancji? 

3. Co to są warunki początkowe i jak je zdefiniować (zadać) w przypadku: 

a) równania n-tego rzędu; b) układu n równań 1-ego rzędu; c) transmitancji 

4. Jak zadać warunki początkowe przy uruchamianiu symulacji od zadanego stanu równowagi (w 

wybranym punkcie pracy) 

5. Co to jest i kiedy można zastosować twierdzenie o wartości końcowej? 

 

 

Zadania 1. Dla układów równań  

a) zapisz w postaci równań stanu (macierzy) i  podaj równanie charakterystyczne 

b) wyznacz transmitancje dla zmiennych x1 i x2 i  podaj równanie charakterystyczne 

c) przedstaw równania statyczne i wyznacz punkt/punkty równowagi 
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Zadania 2. Dla podanych przykładów kaskad zbiorników 

a) skonstruuj dokładny model kaskady, a następnie 

- określ zmienne wejściowe i wyjściowe (zmienne stanu) - uzasadnij, 

- wyznacz równanie statyczne i charakterystyczne, 

- wyznacz punkt/punkty równowagi. 

b) skonstruuj uproszczony (zlinearyzowany) model kaskady: 

- przedstaw go w postaci równań stanu, 

- napisz równanie statyczne i charakterystyczne, 

- wyznacz punkt/punkty równowagi, 

- wyznacz bieguny i określ warunki stabilności 

c) przedstaw uproszczony model kaskady w postaci transmitancji i na tej podstawie 

- wyznacz punkt/punkty równowagi, 

- wyznacz bieguny i określ warunki stabilności. 
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Zadania 3. Dla układów mechanicznych  

a) skonstruuj model (równania bilansowe sił) 

b) zapisz model w postaci równań stanu (macierzy) i  podaj równanie charakterystyczne 

c) wyznacz transmitancje wszystkich zmiennych wyjściowych ( x1, x2, ...), podaj równanie 

charakterystyczne 

d) przedstaw równania statyczne i wyznacz punkt/punkty równowagi 

e) dla układów drugiego rzędu wyznacz tłumienie ξ 
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Jak wyznaczyć transmitancję gdy nie ma zewnętrznego wymuszenia? 

Dodać różne przykłady modeli mechanicznych – wózki, windy, ... 
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Rozwiązanie zadań 2 – przykład 3: 
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Zad.2a) Dokładny model kaskady i badania  

• Dokładny model kaskady:  
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• Zmienne wyjściowe (zmienne stanu) h1, h2. Zmienne wejściowe f1, f3.  

• Równania statyczne:  
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• Punkt równowagi:  dla 31 ff =  jest wiele rozwiązań (punktów równowagi) 

dla 31 ff ≠  brak rozwiązań (punktu równowagi) 

Zad.2b) Równania stanu i badania 

• Uproszczony model kaskady: 
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• Równania stanu  

      w postaci macierzowej: 
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• Równanie charakterystyczne: 
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• Bieguny: 
01 =λ , 
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dodatnie. Układ na granicy stabilności.  

• Równania statyczne:        
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• Prostsza postać równań 

statycznych: 
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• Punkt równowagi:  dla 31 ff =  jest wiele rozwiązań (punktów równowagi) 

     dla 31 ff ≠  brak rozwiązań (punktu równowagi) 

Podsumowanie: zerowy biegun i brak punktu równowagi przy stałym wymuszeniu – układ ma 

własności całkujące. 
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Zad.2c) Transmitancje i badania  

Układ ma 4 transmitancje (2 we, 2 wy) o takim samym mianowniku (kaskada współdziałająca). 

• Uproszczony model 

kaskady: 
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• Równanie operatorowe: 
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• Transmitancje (2) - alternatywna metoda z zastosowaniem wzorów Cramera 
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- zapis macierzowy: 
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Transmitancje oczywiście identyczne jak poprzednio. Uwaga: mianownik (W) wyznaczany na 

podstawie jednego przekształcenia (bardzo podobne do równań stanu) 

• Transmitancje (3) - alternatywna metoda z operatorem macierzowym 
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asA
W

+
=   → 

)(

)(

)(

21121

1

1122

sM

AasA

sM

AA

A

asA

W

W +
=

+
=  




























+

+

=












































+−
−

−
−

+

=







)(

)(

)()(

)()(

)(

)(

1
0

0
1

)(

)(

)(

)()(

)(

)(

)(

3

1

11

1

21

2

1112

3

1

2

1

21121

11112

2

1

sf

sf

sM

asA

AsM

Aa

AsM

Aa

sM

asA

sf

sf

A

A

sM

AasA

sM

Aa

sM

Aa

sM

AasA

sh

sh
 

- wyniki 
)(

)(
)(

)(
)( 3

1
1

12
1 sf

sM

a
sf

sM

asA
sh

−
+

+
=  

( ) ( )
)(

)(
)(

)()(

)()(
)( 3

12
1

1312112
2 sf

sM

asA
sf

sM

a

sM

sfasAsfa

W

W
sh

+−
+=

+−
==  

 

Można też tak 
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















−

+















−

+−
=








)(

)(

10

01

)(

)(

)(

)(

3

1

2

1

11

11

22

11

sf

sf

sh

sh

aa

aa

shA

shA
s   

- operacje macierzowe 

 
















−







+−

−+
=








−

)(

)(

10

01

)(

)(

3

1

1

121

111

2

1

sf

sf

asAa

aasA

sh

sh
 

-  
( )( ) 2

11211
121

111
det aasAasA

asAa

aasA
−++=








+−

−+
 

dokończyć 

• Równanie charakterystyczne  

( ) 02121 =++ aAaAsAAs  

Pierwiastki: zawsze s1=0 (własności całkujące) i s2<0 (parametry A1, A2, a  są zawsze dodatnie) 

Stabilność: zawsze na granicy stabilności 

• Punkt równowagi (na podstawie tw. o wartości końcowej) 

1°°°° wyjście h1 przy stałych wymuszeniach f1 i f3 

( ) ( ) s

f

aAaAsAAs

a
s

s

f

aAaAsAAs

asA
sth

sst

30

2121
0

10

2121

2

0
1 limlim)(lim

++
−

+
++

+
=

→→∞→
 , o ile granica istnieje! 

( ) ( ) 30

2121
0

10

2121

2

0
limlim f

aAaAsAAs

a
f

aAaAsAAs

asA

ss ++
−

+
++

+
=

→→
 

( ) ( ) 30

2121
0

10

2121

2

0
limlim f

aAaAsAAs

a
f

aAaAsAAs

asA

ss ++
−

+
++

+
=

→→
  

Próba obliczenia granicy: 

- przez podstawienie s=0:  

( ) ( ) 30

2121

10

2121

2

0000

0
f

aAaAAA

a
f

aAaAAA

aA

++
−

+
++

+
=   

∞−∞=   (symbol nieoznaczony) 

- połączenie wyrażeń i podstawienie s=0:  

( )
( )

( )
( )2121

3010102

0
2121

30102

0
limlim

aAaAsAAs

ffasfA

aAaAsAAs

affasA

ss ++

−+
=

++

−+
=

→→
  

 

jeśli f10 = f30, to: 

( ) ( ) ( ) ( )21

102

2121

102

2121

102

0
2121

102

0 0
limlim

AAa

fA

aAaAAA

fA

aAaAsAA

fA

aAaAsAAs

sfA

ss +
=

++
=

++
=

++
=

→→

 

jeśli f10 ≠ f30, to: 

( )
( )

( )
( )

∞−+∞=
++

−+
=

++

−+
=

→
lub

00

0
lim

2121

3010102

2121

3010102

0 aAaAAA

ffafA

aAaAsAAs

ffasfA

s
 

Jednak cała powyższa próba wyznaczenia granicy jest niepotrzebna ☺, ponieważ wiemy że układ ma 

własności całkujące i wobec tego granica )(lim tx
t ∞→

 przy stałym wymuszeniu nie istnieje – warunki 

zastosowania twierdzenia o wartości końcowej nie są spełnione  

 

2°°°° wyjście h1 przy wymuszeniach impulsowych f1 i f3 (wiemy, że granica istnieje) 

( ) ( )
1lim1lim)(lim

2121
0

2121

2

0
1

aAaAsAAs

a
s

aAaAsAAs

asA
sth

sst ++
−

+
++

+
=

→→∞→
  

( ) ( )2121
0

2121

2

0
limlim

aAaAsAA

a

aAaAsAA

asA

ss ++
−

+
++

+
=

→→
  

( ) ( )
0

0

00

0

2121212121

2 =
+

=
++

−
+

++

+
=

AAaAaAAA

a

aAaAAA

aA
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Sprawdzenie (część odpowiedzi): 

Zadania 1. 

Równania stanu:  )()()( ttt BuAxx +=& , 







=

)(

)(
)(

2

1

tx

tx
tx , 








=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu  

Transmitancje: )(
)(

)(
)(

)(

)(
)( 2

12

12
1

11

11
1 su

sM

sL
su

sM

sL
sx += , )(

)(

)(
)(

)(

)(
)( 2

22

22
1

21

21
2 su

sM

sL
su

sM

sL
sx +=  

 R.charakterystyczne Punkt równowagi 

1)  024 1
2

3
3 =+−+ sbsbs  2/)( 211 uux += , 112 / bux −=  

2)  03 23 =+−+ cssms  cuux /)( 211 += , 12 ux −=  

3)  02)4()4(4 12
2

21
3

1 =+++++ csbcbsbbcsb  2/211 uux += , cuux /)23( 212 +=  

4)  02)42()2( 23 =+++++ sbsbmmbs  2/)2( 211 uux += , 212 23 uux +=  

5)  03444 23 =+++ bssbs  3/11 ux = , 212 uux +=  

6)  0)( 2121
2

1
3 =++++ ccsccsmcms  211 / cux = , 1212 /)( cuux +=  

7)  0)23()122(3 23 =++++ scsmms  jeśli 02 21 =+ uu  to wiele rozwiązań  

8)  042)23()212(3 23 =−+++++ cscsmms  

2

2 2
1 −
=

c

u
x , 

42

4)2( 21
2 −

−−
=

c

uuc
x  

9)  0103)102(1510 23 =−+−++ cscss  

 103

102 21
1 −

−−
=

c

uu
x ,

103

2)2( 21
2 −

+−
=

c

cuuc
x  

10)  05)5()5(5 23 =−−+++ sbsbs  211 10/ uux += , 5/2 12 ux =  
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Zadania 2 (część odpowiedzi):. 

Przyjęto następujące oznaczenia:  

A1, A2  – powierzchnia dna odpowiednio pierwszego i drugiego zbiornika 

Aw1, Aw2 – powierzchnia otworów odpowiednio pierwszego i drugiego zbiornika (o ile występują) 

a1, a2  – współczynnik wynikający z linearyzacji swobodnego wypływu odpowiednio pierwszego i 

drugiego zbiornika (o ile występuje) 

 

Model dokładny Model zlinearyzowany Ukł. 

równania we p. równowagi r.charkterystyczne 

3) 

 
( )

( )





−−=

−−=

321122

211111

2

2

fhhgAhA

hhgAfhA

w

w

&

&

 

f1,  

f3 

Jeśli f1= f3, to wiele 

rozwiązań
(1)

: 

2

1

2

1
21

2 wgA

f
hh =−  

0)( =+ cbss  

21 AAb =  

)( 211 AAac +=  

4) 







−=

−=

22222

211

2ghAfhA

ffhA

w

we

&

&

 

fwe, 

f2 

Jeśli f2= fwe, to h1 

ma wiele rozw.
(1) 

2
2

2
2

2
2 wgA

f
h =  

0)( 22 =+ asAs  

5) ( )
( )





−−+=

−−=

22211122

21111

22

2

ghAhhgAfhA

hhgAhA

ww

w

&

&

 

f1 

2
2

2
1

21
2 wgA

f
hh ==   

02 =++ cbsas  

21 AAa =

12211 )( aAaaAb ++=

21aac =  

6) ( )
( )





+−−=

−−=

4321122

211111

2

2

ffhhgAhA

hhgAfhA

w

w

&

&

 

f1,  

f3, 

f4 

Jeśli f1= f3-f4, to 

wiele rozwiązań
(1)

: 

2

1

2

1
21

2 wgA

f
hh =−  

0)( =+ cbss  

21 AAb =  

)( 211 AAac +=  

7) 







−=

−=

wyw

w

fghAhA

ghAfhA

1122

11111

2

2

&

&

 

f1, 

fwy 

Jeśli f1= fwy, to h2 

ma wiele rozw.
 (1)

 

2

1

2

1
1

2 wgA

f
h =  

0)( 11 =+ asAs  

8) Analogicznie jak p.4    

9) ( )
( )










−=

−−=

−−=

33333

321122

211111

2

2

2

ghAfhA

fhhgAhA

hhgAfhA

w

w

w

&

&

&

 

f1,  

f3 

Jak p.3, oraz 

2
3

2
3

3
2 wgA

f
h =  

0))(( 33 =++ asAcbss  

21 AAb =  

)( 211 AAac +=  

10)     
(1) 

Jeśli podane przepływy są równe, to nieskończenie wiele rozwiązań. Jeśli przepływy są różne, to 

brak rozwiązania (brak punktu równowagi przy stałym niezerowym wymuszeniu) 

 

Zadania 3 (część odpowiedzi):. 

Oznaczenia: x1, x2, ... – punkty „bilansowe” 
Ukł Równania bilansowe P. równowagi R.charkterystyczne 

1) 

 




+−=

−++=

21121

211121

)(0

)(

xcxxb

xxbxcxmF

&&

&&&&
 

0

/

2

21

=

=

x

cFx
 

022
121 =− sbMM  

21
2

1 csbmsM ++=  

112 csbM +=  

    

5) 

 




+−+=

−++=

2212122

21112111

)(

)(

xcxxbxmF

xxbxbxcF

&&&&

&&&
 

222

111

/

/

cFx

cFx

=

=
 

022
121 =− sbMM  

1211 csbsbM ++=  

21
2

2 csbmsM ++=  

 


