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Wstep

Monografia do analizy i symulacji wlasnos$ci dynamicznych
prostych uktadéw fizycznych. Opisane metody sg przeznaczone szczegdlnie do zastosowania w
obszarze automatyki, gdzie konieczne jest badanie reakcji obiektow na zachodzace zmiany w celu
przygotowania do projektowania odpowiednich uktadéw sterowania. Glowny nacisk potozono na
fizyczna interpretacj¢ i praktyczne zastosowanie opisywanych metod w odniesieniu do zjawisk, ktore
zachodza w typowych procesach technologicznych. Stopniowo poprzez studium prostych przypadkow
Czytelnik ma szans¢ naby¢ pewnego do$§wiadczenia, ktore pomoze zdefiniowa¢ napotykane problemy
1 wybra¢ najbardziej skuteczng metod¢ postepowania. Na bazie takie] wiedzy mozna przejs¢ do
rozwigzywania bardziej ztozonych zadan oraz rozwazan teoretycznych.

Zaklada sie, ze Czytelnik posiada elementarna wiedze' na temat réwnan algebraicznych i
rézniczkowych, przeksztalcenia Laplace’a, zjawisk z fizyki klasycznej oraz pewne do§wiadczenie w
pisaniu prostych programow (najistotniejsze informacje z tego zakresu przedstawiono w
zalacznikach). Na takich podstawach opiera si¢ zasadnicza tre§¢ monografii, czyli praktyczne aspekty
poszczegolnych metod badawczych. W prezentacji poszczegdlnych tematéw zwraca si¢ szczeg6lng
uwage na mozliwosci weryfikacji wynikdw (samokontrole). Rozszerzenie (uogolnienie) wiedzy
praktycznej (sformalizowane definicje, uogdlnione opisy metod) przedstawiono w komentarzach i
zalgcznikach.

Monografia zawiera krotkie wprowadzenia do zagadnien analitycznych zilustrowane modelami
dynamiki najprostszych obiektow z réznych dziedzin. Uzupetieniem jest opis zastosowania modeli w
badaniach symulacyjnych w srodowisku Matlab, Scilab (v.6.01) i Octave ().

Oznaczenia i symbole
- oznaczenia w og6lnych wzorach:

t—czas, s j — jednostka urojona
u, u(f) — wejscie ukladu / zmienna wejSciowa / sygnal s —zmienna zespolona
wejsciowy / wejscie / pobudzenie / wymuszenie K — wzmocnienie cztonu
X, X(t) — rozwigzanie r.rézniczkowego / odpowiedz / reakcja  k,,y — wzmocnienie uktadu
uktadu T, T, — state czasowe, s
X, x(t) — zmienna stanu (czesto takze wyjscie) T, — czas rozniczkowania, s
¥, y(t) — wyjscie uktadu (czgsto y=x) T; — czas calkowania, s
1(#) — skok jednostkowy
4(f) — impuls Diraca o — czgs$€ rzeczywista pierwiastka, a=Re(4), o=|a|
h(t) — odpowiedz skokowa (reakcja na 1(7)) @, - czg$¢ urojona pierwiastka, m=Im(1)
g(f) — odpowiedz impulsowa (reakcja na 3(¢)) B—ezeSéurojonaliczby-zespolonej
G(s) - transmitancja ¢ — przesunigcie fazowe, rad Iub °
a, a;, b, b; - parametry i , 5;— biegun uktadu, pierwiastek wielomianu
ug, u; — warto$¢ poczatkowa i koncowa u(f) ¢ — thumienie / wspolczynnik thumienia
X0, X — wartos¢ poczatkowa i koncowa x(¢)  — pulsacja (2mxf), rad lub °

x(u) — charakterystyka statyczna, xo=x(u)
oznaczenia parametrow fizycznych:

A — powierzchnia, m* QO — cieplo, J=Ws

b — wspotczynnik ttumienia (tarcia), Ns/m q — strumien ciepta, moc, W

C — pojemnosc¢ elektryczna, F=C/V q — fadunek elektryczny, C

C, — pojemnos¢ cieplna, W/K R — rezystancja, Q=V/A

¢ — wspotczynnik sztywnosci, N/m T — temperatura, K lub C (°K, °C)

¢, — ciepto wlasciwe materiatu, J/(kg-K) u — napigcie, V

F —sila, N V — objetose, m’

f—przeplyw objetosciowy, m’/s v — predko$¢, m/s

g — przyspieszenie ziemskie, 9,8 1m/s? X — przesunigcie, m

h — wysoko$¢, m Z — impedancja, Q=V/A

i — natgzenie pradu, A k — jednostkowy wspotczynnik przenikania ciepta
K. — wspotczynnik przenikania ciepta catej przegrody, W/K (wypadkowa 4 i a) — W/(mK)

L — indukcyjno$¢, H=Vs/A A= wspolczynnik przewodzenia ciepta /
m — masa, kg wspolczynnik przewodnos$ci cieplnej materiatu,
p — cisnienie, Pa W/(mK)

o — wspolczynnik przejmowania ciepta, W/(m’K)
p — gesto$é materiatu, kg/m’

" w zakresie szkoty éredniej i pierwszego roku studiow technicznych
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2 k
Oznaczenia pochodnych po czasie, np.: (1) = ax(®) s () = M, . d"x(1)
dt dr* dt*

. x(”)(t) —

Oznaczenie transformat funkcji, np.: Z{f(£)}=f(s)
Oznaczenie zmiennych z indeksami w programach symulacyjnych: symbol glowny jest pisany duza literg a indeks —
malymi literami, np.: zmiennej 7,,.,, we wzorze odpowiada zmienna Twew W programie symulacyjnym.

Oznaczenia:
- Zmienne we wzorach (italic) — Tyey,
- Zmienne, funkcje, bloki w Matlabie/Scilabie (jak na schematach) — Twew Arial 10

Lepsze niz CourierNew bo wezsze i takie samo jak na schematach (zmienne italic?)
- pliki (skrypty, schematy) Matlab/Scilab
- W skryptach - domys$lna czcionka edytora Matlab (Courier New 9) /Scilab

Oznaczenia w roboczej wersji opracowania:

» niebieskie — pojecia/definicje na egzamin, w szczeg6lnosci te pojecia wyrdznione boldem

* male, szare — kometarze i uzupetienia, np. dowody, przeksztalcenia (moze w tresci tylko tytuly, a rozwinigcie w
zatgcznikach?)

* Do poprawienia (oznaczenie robocze)

»  Komentarze (np. listy), pomysty na uzupetnienie/rozszerzenie (oznaczenie robocze)

Doda¢: Efekty dzialania skryptdéw sg przedstawione w postaci rysunkow, ktore podkreslaja (wydobywajg)

charakterystyczne cechy wykresow (na wykresach beda one bardziej lub mniej widoczne)

Przyktady liczbowe w zatacznikach. Moze przenie$¢ tam tez mate szare?
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l. Wprowadzenie

1. Przedmiot badan (opracowania, monografii)

1.1. Model obiektu (uktadu)

Przedmiotem opisywanych badan sg matematyczne modele uktadow fizycznych (np. elektrycznych,
mechanicznych, hydraulicznych, cieplnych), ktore mozna wykorzysta¢ do opisu, analizy i symulacji
tego uktadu w szczego6lnosci na potrzeby badania wlasnosci dynamicznych obiektow (procesow)
technologicznych i1 uktadow sterowania (automatyki) dla tych obiektow.

Model' uktadu opisuje zachowanie wybranego obiektu/procesu (fizycznego, chemicznego,
biologicznego, ekonomicznego, ...) za pomocg wyrazen matematycznych, ktore zawierajg (Rys. 1-1):

- zmienne wejSciowe (sygnaly wejsciowe, wymuszenia) u — ich warto$¢ jest wymuszana na
zewnatrz uktadu (nie zalezy od tego si¢ dzieje w uktadzie),

- zmienne wyjSciowe (sygnaly wyjsciowe, rozwigzania) x — ich warto$¢ jest reakcja (odpowiedzig)
uktadu na okre§lone wymuszenia (wynika z przetworzenia sygnatu wejsciowego przez uktad),

- parametry (wspolczynniki) — state wartosci (skalary) wystepujace w wyrazeniach.

Funkcje matematyczne opisujace zachowanie uktadu moga wystepowaé w postaci jawnej x=fiui, ...,

u,,) lub uwiklanej F(uy, ..., Up, X1, ..., Xp).

Uy — > Jawng posta¢ funkcji uzyskuje si¢ przez rozwigzanie funkcji uwiktanej ze
i, s Up) | wzgledu na zmienne wyjsciowe (na drodze przeksztalcen analitycznych).

Um  —» > Xn Programy symulacyjne pozwalaja obliczy¢ (narysowac) wykresy zarOwno na
Rys. 1-1. Model uktadu podstawie postaci jawnej, jak i uwiktanej.

Najprostsze modele opisuja relacje pomiedzy jednym wybranym wyjsciem (x) 1 jednym wybranym
wejSciem ukladu (u). Modele wielowymiarowe moga opisywaé zalezno$ci pomigdzy wieloma
zmiennymi wyjsciowymi (xi, ..., X,) 1 wieloma zmiennymi wejsciowymi (u1, ..., U,), czyli wektorem
zmiennych wyj$ciowych x=[x, ..., x,] 1 wektorem zmiennych wejsciowych u=[uy, ..., t].

Modele mozna podzieli¢ na modele statyczne x(u), opisujace uklad w stanie rdwnowagi przy
wymuszeniach o statej warto$ci oraz modele dynamiki, przedstawiajace reakcje uktadu w czasie x(r)
na zmiany wymuszen u(f). Typ modelu wplywa w zasadniczy sposob na metody konstrukcji modelu.
Konstrukcja modelu przeprowadzana na podstawie znajomos$ci opisu procesoOw zachodzacych na
obiekcie nazywa si¢ modelowaniem. Wynikiem tego dziatania jest wyrazenie/wyrazenia matema-
tyczne, na podstawie ktorych mozna prowadzi¢ analiz¢ wlasnosci 1 rysowac roznego typu
charakterystyki (wykresy?), czyli przedstawia¢ wiasnosci uktadu w formie graficzne;. Wykresy moga
powstawa¢ rowniez na podstawie eksperymentéw realizowanych na rzeczywistym obiekcie (tzw.
zdejmowane charakterystyk). Na podstawie odpowiednich wykreséw mozna odtworzy¢ matematyczny
model uktadu, co nazywamy identyfikacja modelu (Rys. 1-2).doda¢ rozdziat 2

Modelowanie Charakterystyki
Obiekt '@ (wykresy)

rzeczywisty Charakterystyki .
) (wykresy) Identyfikacja @I

Rys. 1-2. Podstawowe metody konstrukcji modeli: modelowanie i identyfikacja

Jednym z pierwszych elementow analizy wtasnosci, jest prosta klasyfikacja typu modelu (rownan i
funkcji), ktéra pozwala okresli¢ od razu niektére cechy obiektu i wybra¢ odpowiednia metode
dalszych badan. Podstawowa klasyfikacja dotyczy liniowosci wyrazen, bowiem zdecydowana
wigkszo$¢ metod analitycznych dotyczy modeli liniowych. Model jest liniowy jesli na zmiennych
(wejsciowych/wyjsciowych) wykonywane sa jedynie przeksztalcenia liniowe, czyli takie, ktore
spetniaja dwa warunki:

SO +x) = f(x) + (%), flax) = af (x), gdzie aeR (1-1)

Analityczne badania wilasnosci modeli uktadéw opieraja si¢ na metodach (pojeciach) z rédznych
dzialéw matematyki:
— funkcje algebraiczne, np. wielomiany, funkcje wymierne 1 niewymierne,

! Model — w monografii zawsze w sensie modelu matematycznego
* Charakterystyka to (1) ogolnie zalezno$¢ miedzy pewnymi wielkosciami, lub tez (2) wykres przedstawiajacy taka
zalezno$¢ — w monografii zawsze w sensie (2): charakterystyka = wykres zalezno$ci
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— funkcje przestgpne (wyktadnicze, logarytmiczne, trygonometryczne i cyklometryczne),

— rachunek r6zniczkowy i catkowy (np. rdGwnania rézniczkowe, ...),

— rachunek operatorowy (np. przeksztalcenie Laplace’a i Fouriera),

— szeregi funkcyjne (np. Fouriera, Taylora, Laurenta).

Podstawowe informacje z tego zakresu, stosowane w analizie modeli przedstawiono w zat.A.
Natomiast zat. E zawiera krétkie przygotowanie do analizy za pomocg programéw symulacyjnych.

1.2. Wiasnosci statyczne i dynamiczne ukiadu

Model statyczny to najprostszy opis wlasnosci uktadu (obiektu, procesu). Przedstawiona on opis
zalezno$ci pomigdzy zmiennymi wejSciowymi i wyjsciowymi uktadu w warunkach rownowagi, gdy
wartosci zmiennych wejsciowych 1 wyjsciowych state. Modele statyczne maja posta¢ rownan
algebraicznych.
Graficzng reprezentacja wilasnos$ci statycznych jest charakterystyka X
statyczna (Rys. 1-3), pozwalajaca odczyta¢ wartoSci wyj$§¢ na  x(u) |- ‘
podstawie wartosci wejs¢, np. x(uo), x(ux). W najprostszych ‘
przypadkach sg to funkcje liniowe (np.: x=a'u, x=a;u+au;). W
rzeczywistych warunkach zalezno$ci liniowe praktycznie nie
wystepuja, jednak sa stosowane czesto, jako przyblizenie opisu RS- 1-3. Charakterystyka statyczna
rzeczywistych obiektow (w wielu zastosowaniach wystarczajace). )

x(uo) u

»
»

U Uy

Model dynamiki ukladu opisuje reakcje uktadu na zmiany sygnatow wejsciowych. W badaniach
stosuje si¢ bardzo proste sygnaly wejsciowe, takie jak wymuszenie skokowe (Rys. 1-4). Podstawowa
analityczna formg modelu dynamiki sg réwnania rozniczkowe (najczgsciej zwyczajne), gdzie zmienng
niezalezng jest czas ¢ (r.1.4). Analityczne wyznaczenie przebiegu x(f) wymaga rozwigzania rOwnania
rozniczkowego dla okreslonego wymuszenia u(¢) i okreslonych warunkow poczatkowych, co jest
mozliwe tylko w prostych przypadkach (np. liniowe rownania, rozniczkowalne funkcje wymuszajace).

Najprostszg reprezentacja graficzng opisu dynamiki sg charakterystyki czasowe, przedstawiajgce
reakcje obiektu x(#) na okreSlone wymuszenie u(f), na przyktad odpowiedZ na skokowg zmiang
wymuszenia na jednym z wejs¢ (Rys. 1-5). Wiasnosci dynamiczne sprawiajg, ze reakcje obiektow
trwaja pewien czas, moga mie¢ charakter oscylacyjny, a co najwazniejsze nie zawsze koncza si¢
doj$ciem do stanu rownowagi (nie sg stabilne).

u Y4
A x(uy)
Ui
o t xX(uo) —f
Rys. 1-4. Wymuszenie skokowe Rys. 1-5. Reakcje uktadow stabilnych i niestabilnych na wymuszenie skokowe

Model statyczny opisuje uklad w warunkach rownowagi przy statych wymuszeniach, natomiast
model dynamiki opisuje czy i w jaki sposéb uktad dochodzi do stanu rownowagi. W praktyce
inzynierskiej czgsto nie ma potrzeby aby wyznaczaé reakcje x(f) w postaci wzoru czy wykresu -
wystarczy znajomos$¢ charakterystycznych cech przebiegu x(7), a te mozna okresli¢ w prostszy sposob
niZz wyznaczanie rozwigzanie 1 badanie przebiegu zmienno$ci funkcji/wykresu (Rys. 1-6).
Odpowiednie przeksztatcenia modelu 1 zastosowanie wlasnosci funkcji znanych na przyktad z algebry
czy trygonometrii pozwala okresli¢ migdzy innymi stabilno$¢, czas reakcji, wielko$¢ oscylacji
przebiegu x(z).

mo‘del': F(u, x) wyznaczenie wyjécia: x(7) badanie przebiegu cechy
wejscia: u (f) rozwigzania x(¢) | funkcja. wykres) zmienno$ci funkcji/wykresu | rozwiazania:
zadany problem i StablanIS(C .
: ; . - czas reakcji
[ przeksztalcenia | zadanie/zadania metody analizy sl - oscylacje !
réwnorzedne (zasady wnioskowania)

Rys. 1-6. Analiza wlasno$ci dynamicznych obiektu

W kolejnych podrozdziatach przedstawiono podstawowe elementy analizy matematycznej - rOwnania
algebraiczne 1 r6zniczkowe.
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1.3. Wielomiany i uklady réwnan algebraicznych

1.3.1. Wielomiany rzeczywiste

Szczegbdlng role w analizie dynamiki obiektéw pelnig wyrazenia algebraiczne w postaci
wielomianow o rzeczywistych wspolczynnikach. Kluczowe znaczenie w tych badaniach maja
pierwiastki wielomianu (miejsca zerowe), czyli rozwigzania rOwnania:

a,x" +.+a,x* +ax+a,=0. (1-2)

Pierwiastki wielomianu moga by¢ liczbami rzeczywistymi (A) lub parami liczb zespolonych
sprzgzonych (o + jw). Wielomian rzeczywisty n-tego stopnia ma n pierwiastkow, przy czym moga to
by¢ pierwiastki wielokrotne. Wielomian rzeczywisty (1-2) mozna roztozy¢ na iloczyn wielomianow
rzeczywistych stopnia co najwyzej drugiego, np.:
an(x—/il)(x—/lz)...(x2 +b1x+b2):O (1-3)
gdzie dwumiany liniowe (wielomiany pierwszego stopnia) sg zwigzane z pierwiastkami rzeczywistymi
A, a trdjmiany kwadratowe, to wielomiany o ujemnym wyrézniku A i zespolonych pierwiastkach.
Tréjmian o ujemnym wyrdézniku mozna réwniez roztozy¢ na iloczyn wielomiandw pierwszego
stopnia, ale o zespolonych wspdtczynnikach:
(x=(a+ jo)fx—(a - jo). (1-4)
Tym samym kazdy wielomian rzeczywisty mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomianow
liniowych:
a,(x—=A4 Nx=24,)(x=2,)=0 (1-5)
przy czym, w tym wypadku, pierwiastki 4; mogg by¢ rzeczywiste i/lub zespolone.

Dostepne sa rézne metody rozwigzywania roOwnan wielomianowych. Pierwiastki wielomiandow
stopnia od 1 do 4 mozna wyznaczy¢ analitycznie — za pomocg powszechnie znanych wzoré6w na
pierwiastki (Zat. A.1 tu mate szare???). Powyzej stopnia 4 wzory na pierwiastki nie istniejg — konieczne
sg inne metody rozwigzywania®. Je$li wspotczynniki wielomianu maja postaé liczbowsg, to mozna
zastosowa¢ przyblizone, numeryczne wyznaczanie pierwiastkéw. W programach symulacyjnych
metody numeryczne sg stosowane niezaleznie od stopnia wielomianu (Zat. E.1).

Na podstawie rownowaznosci postaci ogolnej (1-2) 1 iloczynowej (1-5):

a,x" +..+a, x> tax+ay=a,(x-2 x—24,).(x-1,) (1-6)
mozna sprawdzi¢ poprawnos$¢ wyznaczonych pierwiastkow A, ... 4,,.
Rownanie (1-6) pozwala tez wyprowadzi¢ ogolne wzory Viéte’a, czyli zaleznosci pomigdzy wspotczynnikami wielomianu
a jego pierwiastkami:
A+l +.+ A, ==a, /a,
LAy +o i+ A, + L+ A LA, o+ A

n—lﬂ’n =da, /an

(1-7)
Ay =(=1)"ay/a,

Pierwiastki we wzorach (1-7) moga by¢ zardwno rzeczywiste jak i zespolone. Konieczne jest zalozenie, ze a,#0, ale wzory

sa prawdziwe takze dla wielomiandow o wspdtczynnikach zespolonych.
Dla utatwienia analizy warto$ci pierwiastkow wielomianu stosuje si¢
przedstawienie ich na plaszczyznie zespolonej (Rys. 1-7). Szczegdlne
znaczenie majg pierwiastki, ktore leza w lewej potptaszczyznie, czyli
maja ujemng cz¢$¢ rzeczywisty. Czasem wystarcza stwierdzenie, czy
wszystkie pierwiastki wielomianu lezg w lewej potplaszczyznie, a to
mozna zbada¢ bez wyznaczania warto$ci pierwiastkoOw, na podstawie
tak zwanych kryteriow polozenia pierwiastkow.

Najbardziej znane to kryteria Hurwitza i Routha.

Im(A)

Re(1)

Rys. 1-7. Plaszczyzna zespolona
pierwiastkow

Kryterium Hurwitza stwierdza, ze wszystkie pierwiastki rOwnania g A" +...+a A +a, =0 leza w lewej pdlplaszczyznie,
Y n 1 0 -

jesli wszystkie wspolczynniki wielomianu sg rézne od zera i majg jednakowy znak, a wszystkie minory gtéwne wielomianu

sa dodatnie. Minory gtowne to kolejne wyznaczniki 4, ,, konstruowane wedtug schematu:
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a ag 0 0 ay ag 0 .. 0
a ap 0
a  aq asz dp ap Qq . . ay ap ap .. .
Ap=ap, M= v Ay =lay ay ap|’ Ag= ,itd.azdo A, = (1-8)
as aj as a4 az aj
as a4 ajz

a; ag as ay 0 0 0 .. a

Jesli nie wszystkie warunki sa spelnione, to kryterium nie okres$la ile jest pierwiastkow dodatnich. Podstawowa wada
kryterium jest konieczno$¢ liczenia duzych wyznacznikow

Wedhug kryterium Routha wszystkie pierwiastki rownania a, A" +..+ad+ay=0 leza w lewej polptaszczyznie, jesli

wszystkie wspotczynniki wielomianu sg rézne od zera i maja jednakowy znak, a wszystkie wspotczynniki w pierwszej
kolumnie tablicy Routha sg dodatnie. Tablica (macierz) Routha jest konstruowana w nastepujacy sposob:

an An-2 Adn-4 an an-2 an n-4 n an-6
ap-1 Ap-3 4ap-5 i by = ap-1 dp-3 s by = Ap-1 4p-5 , by = An-1 Ap-7| (1-9)
;gdzie 1= _— 7 2= 3T _
by by by 0 E —ay- —ay- —ap
“ € R dp-1 4ap-3 an-1 Ap-s
dy dp d3 bl b2 bl b3
= ) cy =
i ] —b, —by
[
(& Cc
dy _I°1 e20)
-

Jesli ostatni warunek kryterium nie jest spetniony, to mozna wyznaczy¢ ilo§¢ pierwiastkow w prawej polptaszczyznie — jest
ona rowna liczbie zmian znaku w pierwszej kolumnie tablicy Routha.

1.3.2. Uklady réwnan

Model obiektu moze by¢ wielowymiarowy, to znaczy zawiera¢ kilka niezaleznych zmiennych
wyjsciowych (x;+x,). Typowa postacig takiego modelu jest uklad kilku réwnan liniowych i/lub
nieliniowych, ktory pozwala wyznaczy¢ rozwigzanie, czyli zestaw niezaleznych zmiennych
wyjsciowych (x;+x,), ktory spelnia kazde z rownan uktadu. Uktad réwnan moze byé oznaczony
(skonczona ilo$¢ rozwigzan) lub nicoznaczony (nieskonczona ilo$¢ rozwigzan), ale nie powinien by¢
sprzeczny (brak rozwigzan). Uklady roéwnan mozna rozwigzywac analitycznie (gldwnie uklady
liniowe) lub numerycznie.

Uktad n rownan liniowych, ktory zawiera n niezaleznych roéwnan jest oznaczony i ma doktadnie
jedno rozwigzanie. ROwnania sg niezalezne, jesli zadne z rownan uktadu nie jest kombinacjg linowa
pozostatych'. Jesli uktad rownan liniowych ma wigcej niz jedno rozwiazanie to znaczy, ze zawiera
rownania zalezne i jest uktadem nieoznaczonym.

Uktady réwnan liniowych moga by¢ zapisywane przy pomocy wektoréw i macierzy, i analizowane
metodami z zakresu algebry liniowej. Podstawg metod sg operacje algebraiczne na macierzach oraz
obliczanie wyznacznika 1 wartosci wlasnych macierzy. Sformutowanie problemu w postaci
macierzowej jest szczegolnie preferowane podczas stosowania metod symulacyjnych (zat. E).

Doda¢ wzory na wyznacznik i warto$ci wtasne???
Jesli wyznacznik macierzy jest r6zny od zera, to uktad rownan jest niezalezny (ma rozwigzanie).

Analityczne rozwigzywanie uktadow rownan liniowych typu:
a, X, +a;,x, +..+a,x, =b

Ay X, +ayXy +...+ay,x, =b,
e (1-10)

Ay X, +a,,x, +...+a,,x, =b,
mozna wykona¢ réoznymi metodami. Ponizej przedstawiono trzy podstawowe metody:
- metoda macierzowa,
- wzory Cramera,
- podstawianie i eliminowanie kolejnych zmiennych.

1° Metoda macierzowa. Uklad (1-10) mozna przedstawi¢ w zapisie macierzowym:
Ax=b (1-11)
gdzie poszczegolne wektory/macierze wspotczynnikow i zmiennych majg postac:

! kombinacja liniowa elementow (np. wektoréw, rowna) - operacje mnozenia przez skalary i dodawania elementow
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ap;p dp iy b, X
a a a b X
21 22 2 ) 2
A = n , b = . X =
a, Ay . Ay, b, X,

Uktad (1-11) mozna rozwigza¢ za pomoca operacji macierzowych:
| x=A"b |(1-12)
W programach symulacyjnych wystarczy zdefiniowa¢ macierz A 1 wektor b oraz wpisa¢ wyrazenie
(1-12) aby uzyska¢ wektor rozwigzania x. Natomiast rozwigzywanie analityczne wymaga wyznaczenia
macierzy odwrotnej. Ogolny wzor na macierz odwrotng ma postac:

AT = (AD)T — (1-13)

det(A)

gdzie: A — macierz dopelnien algebraicznych, (A”)” — transponowana macierz A” (macierz

dotaczona), det(A) — wyznacznik macierzy A.
Przyktad (moze jeszcze 3stopien. Rozpisac?)

—1 N
{aIIXIJralzxz :bl B |:a1] a]2:||:XI:| :|:bli| B |:x]:| :|:a11 a12:| |:bl:| (1 14)
X, +ayx, =b, Ay Gy | X, b, X, ay, ay| | b

Y= {an a12j|, 4P = {(—l)mazz (—l)Hzazl] (AD)T _ |:(—1)Hlazz (_1)1+2a12}

Ay Ay (—1)2+la12 (—1)2+za11 (—1)2+1a21 (—1)2+2‘111

2° Wzory Cramera. Uktad rownan (1-10) mozna tez zapisa¢ w postaci wektorowe;:
ayxitaxy+.+ anx,,=b (1-15)
gdzie wspotczynniki 1 zmienne sg reprezentowane przez wektory kolumnowe:

a; b, X
| %2 b= b, X2
ai - }) - ) X= })

al}’l bn xn

1 rozwigza¢ wzorami Cramera:

W, _det(a,..,a;,b,a,,,...a,)

1

X. =
W det(a,,a,, ...,a,)

Przyktad (moze jeszcze 3stopien. Rozpisac?)

{a“x1+a12x2 =b |:all:|x _{alz}x _|:bl:| — ax +a,x, =b (1-17)
1 2 =

A%, +aypX, =b, a; axn b,

(1-16)

det| ! a; det a; b
_ det(b,a,) b, ay], = det(a;,b) _ a b,
det(a,a,) de‘{a“ alz} 2 det(a,,a,) det{all alz}

dy Ay

1
ay Ay

3° Podstawianie i eliminowanie kolejnych zmiennych. Jesli rozwigzanie jest wyznaczane
analitycznie, to czasem najprostszag metoda rozwigzania uktadu (1-10) jest metoda podstawiania i
eliminowania kolejnych zmiennych, na przyktad, gdy ilos¢ réwnan jest niewielka (2+3), a
wspotczynniki rownan sg parametrami ukladu (reprezentowane przez symbole lub wyrazenia, a nie
przez wartosci liczbowe). Metode mozna réwniez stosowa¢ w przypadku prostych uktadow rownan
nieliniowych.

Przyktad (moze 3stopien. Rozpisac?) Dobra rada — podczas przeksztalcen unikaé pietrowych utamkow
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1.4. Liniowe réwnania rézniczkowe zwyczajne (LISTA01)

1.4.1. Klasyfikacja rownan rozniczkowych

W badaniach dynamiki uktadéw (obiektow, proceséw) technologicznych podstawowe znaczenie
maja réwnania rézniczkowe zwyczajne, gdzie zmienng niezalezng jest czas (7).

Rownanie rézniczkowe zwyczajne n-tego rzedu jest zalezno$cia, w ktdrej wystepuje zmienna
wejsciowa u=u(t) i wyjsciowa x=x(¢) oraz ich pochodne wzgledem czasu:

FI 05 0o 50 X0 7 0)....0).00)) =0 (1-18)
Jesli wyrazenie (1-18) mozna przedstawi¢ w postaci:
a X" () +a, X"V @) +..+ax(t)+ag(t) =b,u™ (¢)+..+bui(f) + byu?) (1-19)

gdzie wszystkie wspotczynniki a; 1 b; sa stale, to mamy do czynienia z najprostszym przypadkiem,
czyli rownaniem liniowym, stacjonarnym. Jesli cho¢ jeden ze wspdiczynnikow a; 1 b; zalezy od czasu
(tylko od czasu), to wyrazenie (1-19) jest rownaniem liniowym, niestacjonarnym.

Rozwigzaniem réwnania rozniczkowego jest funkcja x(¢), ktora spetnia rownanie rézniczkowe przy
zadanym wymuszeniu, czyli okreslonej funkcji podstawianej do wu(?) i zadanych warunkach
poczatkowych. Analityczne rozwigzanie rownan nieliniowych jest zazwyczaj nieznane, natomiast
réwnania liniowe mozna zawsze rozwigza¢ dzigki zastosowaniu zasady superpozycji, ktdra oznacza,
ze catkowite rozwiazanie ztozonego zadania jest suma rozwiazan prostszych zadan'.

1.4.2. Klasyczny algorytm analitycznego rozwiazywania liniowego rownania rozniczkowego

Klasyczny algorytm rozwigzywania réwnania rdzniczkowego n-tego rzedu dotyczy réwnan postaci
(1-19) ze statymi wspotczynnikami a; 1 b;, 1 jest stosowany dla ustalonej funkcji podawanej na wejscie
u(t) 1 ustalonych n warunkéw poczatkowych. Zasada superpozycji w przypadku liniowego rownania
rozniczkowego pozwala podzieli¢ wyznaczanie rozwigzania x(z) na sktadowg swobodng xg(?) 1
sktadowa wymuszong x,,(?):

x(1) = x,(1) + x,,(1) (1-20)
Algorytm wyznaczenia skladowych 1 petnego rozwigzania x(?) sktada si¢ z czterech etapow.

I. Rozwigzanie swobodne (skladowa swobodna, przejSciowa) x,(#) — rozwigzanie réwnania
rozniczkowego jednorodnego (bez wymuszenia)
(1) Ustali¢ posta¢ réwnania jednorodnego (wyzerowaé wymuszenie):

a, X" (0) +a, X"V @) +.. +ax, () +agx, () =0 (1-21)
(2) Zatozy¢, ze rozwigzaniem jest funkcja ekspotencjalna o dwoch parametrach A4 i 4:
X () =A" (1-22)
(3) Podstawi¢ zatozone rozwigzanie (1-22) do réwnania jednorodnego (1-21):
a A& +a XA +.. +a A" +a,A¢" =0 (1-23)

(4) Rownanie (1-23) podzieli¢ obustronnie przez Aé", co prowadzi do rownania
charakterystycznego (wielomianu charakterystycznego):
a X +a, A +. +aA+a,=0 (1-24)
(5) Rozwigza¢ algebraiczne rownanie charakterystyczne - wyznaczy¢ n pierwiastkow A;+A4,,.
(6) Pierwiastki mogg by¢ rzeczywiste i zespolone, jedno- 1 wielokrotne. Stad wynika postac x,(¢):
(1°) Jesli wszystkie pierwiastki rownania 4,+4, sa rzeczywiste i rdzne, to

X, (O=Ae +..+ 4, (1-25)

(2°) Jesli ktory§s z pierwiastkow jest wielokrotny, np. k-ty pierwiastek A; jest p-krotny
(AEAk1=.. = Ak p1), t0 X4(f) zawiera p sktadnikdéw postaci:

2 ENY» 1-26
(A + Ayt + A ot™ +oot Ay 17 )e™ (1-26)

! Zasada superpozycji dotyczy uktadow liniowych w wielu dziedzinach, szczeg6lnie w fizyce - reakcja uktadu na ztozone
wymuszenie jest suma reakcji na pojedyncze skladniki wymuszenia, np.: sygnal wyjsciowy systemu jest sumag
odpowiedzi systemu na pojedyncze skladowe sygnatu wejsciowego; zaburzenie w punkcie do ktorego docierajg dwie
fale tego samego rodzaju jest suma zaburzen wywotanych w tym punkcie przez kazda fale z osobna; sita pochodzaca z
kilku Zrodet jest sumg wektorowa sit wytwarzanych przez poszczegdlne zrodta.
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(3°) Jesli wystepuja pierwiastki zespolone (para liczb sprzezonych), np. 4, =a+jw, oraz 1, =o-j w,,
to x,(¢) zawiera sktadniki, ktore mozna zapisa¢ na trzy rOwnowazne sposoby (23-4), (23-5):

(a) AT 4 4, 0T =™ (Alef"”rf + A ) (1-27)

(b) e (B, cosw.t + B, sinc.t) (1-28)
gdzie: By = A+ 4y, B, = j(4, - 4,).

(c) A sifot +@, )= A" codw.t —¢,) (1-29)

. 2 2
gdzie: A=+B +B; , ¢, = arctg(Bl /B, ), @, =arc tg(32 /Bl)
Uwaga: W rozwigzaniach réwnan roézniczkowych wspotczynniki 4, 1 4, sg liczbami zespolonymi, a wspotczynniki B, i B,
obliczone na ich podstawie, sg liczbami rzeczywistymi [Zal.B.3, Rozwigzanie 2]. W literaturze wystepuje dos¢ czesto

nieprecyzyjny (i mylacy) zapis relacji By =4, + 4y» By = 4 — 4, -

Wszystkie sktadniki rozwigzania swobodnego (1-25)+(1-29) zawieraja funkcje eksponencjalng z
wyktadnikiem rownym at, gdzie a to cz¢$¢ rzeczywista pierwiastka, ¢ to czas >0. Funkcja ta wptywa
na podstawowa wlasno$¢ rozwigzania — jesli cze$¢ rzeczywista pierwiastka jest ujemna, to sktadnik
zwigzany z tym pierwiastkiem zanika z czasem, a jesli dodatnia, to sktadnik dgzy do +oo lub -co. Tym
samym jesli wszystkie pierwiastki maja ujemna czg$¢ rzeczywista, to cate rozwigzanie swobodne x;
zanika z czasem (stad okreslenie sktadowa przejsciowa).

II. Rozwigzanie wymuszone (skladowa wymuszona, ustalona) x,(?) — rozwigzanie réwnania
rozniczkowego dla konkretnej funkcji wymuszajacej

Dla ustalonej, r6zniczkowalnej funkcji f{¢), ktora jest podawana jako wymuszenie na wejscie u(z):

(1) Wypisa¢ funkcje wymuszajaca f(?) 1 jej kolejne pochodne:

f@). f©), f @) (=0

az do czasu gdy wystapia wyrazenia réwne zero lub gdy zaczng si¢ powtarza¢ funkcje w
wyrazeniach (jak w przypadku funkcji sin 1 cos). Jesli wsrod tych wyrazen sg takie, ktore
wystepuja takze w skladowej swobodnej x,(#), to nalezy je pomnozyé przez f', gdzie k jest
najmniejszym wyktadnikiem, ktory zapewni, ze wyrazenia begda si¢ roézni¢ od sktadnikow
sktadowej swobodne;.

(2) Zatozy¢, ze rozwigzanie wymuszone x,,(¢) jest sumg sktadnikow, postaci :

x,O=GfO+Cof O +.. (=D
Z tej konstrukcji x,(f) wynika, ze jesli funkcja wymuszajaca f{z) jest ograniczona, to sktadowa
wymuszona x,,(f) tez jest ograniczona.
(3) Podstawi¢ wymuszenie f(2) i zalozone rozwigzanie x,,(f) do rownania rozniczkowego (1-30):
a, X (O) +a, XV @) .. A ax, (O +agx, () =b, f " O +..4bf O +byf () (1-32)
(4) Poréwna¢ wspotczynniki przy takich samych funkcjach po obu stronach rownania.
(5) Rozwigza¢ otrzymany uktad réwnan wzgledem statych Cy, s, ...

W praktyce inzynierskiej wymuszenie jest czgsto state oraz sinusodalne. Najprostsze przypadki
rozwigzania wymuszonego zachodza gdy wymuszenie jest state u(f)=u; dla t >0 (wigcej w r. 4.2.1),
wowczas:

(1) u(®)=u,, u(?)=0,i(t)=0,...
2) x,®O=G u, — x,(0)=0, X,()=0.,...
(3) a,0+a, ,0+...4+a,0+a,Cu, =b,0+..+b,u,
(4) ayGuy. = by
by by
5) G="" — x,(0="uy., gdy ag#0
2 d
Rozwigzanie to mozna otrzymac ,,na skroty”, jako rozwigzanie rGwnania statycznego:
Qpx = bo” (1-33)
Przy staltym wymuszeniu na wejsciu u(f)=uy, rozwigzanie wymuszone x,,(¢) tez jest state i rowne:

b
x, () =—"u, =x,, gdy ap#0 (1-34)
2
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Rozwiazanie (1-34) jest punktem rownowagi (x;) uktadu przy statym wymuszeniu (uy), gdy a¢#0. Jesli
ap=0, to rownanie (1-33) nie ma rozwigzania (punktu rownowagi) jesli u(f)=w#0, lub ma
nieskonczenie wiele rozwigzan (dowolny punkt rownowagi) jesli u(t)=u=0.

Wyznaczajac rozwigzanie wymuszone dla sygnatu sinusoidalnego u(?)=sin(«x¥) (opisane doktadniej
r. 13.1.1) mozna wykazaé, ze ma ono zawsze postac:

x,, ()= Asingx + @) (1-35)
gdzie amplituda A4 1 przesuni¢cie fazowe ¢ zalezg od pulsacji sygnatu wymuszajacego Tak wiec, jesli
na wejécie uktadu liniowego podawany jest sygnat sinusoidalny, to w stanie rtownowagi na wyjsciu tez
jest sygnal sinusoidalny o tej samej pulsacji ale wzmocniony i przesuni¢ty w fazie (co jest
przedmiotem analizy wlasnosci dynamicznych za pomoca charakterystyk czestotliwosciowych - r. 13).

Jesli sktadowa swobodna (przej$ciowa) zanika do zera, to w rozwigzaniu réwnania zostaje tylko
sktadowa wymuszona (stad okreslenie sktadowa ustalona).

III. Rozwiazanie ogoédlne rownania rdézniczkowego (catka ogolna), czyli suma rozwigzania
swobodnego (z parametrami 4;) i rozwigzania wymuszonego:

M) =A™ +..+ A4, +x,(0) (1-36)
Rozwigzanie ogélne stanowi calg klas¢ rozwigzan, poniewaz zawiera parametry A;+4,, ktore sa
wyznaczane w kolejnym etapie. Jednak najistotniejsza cecha rozwigzania x(¢) nie zalezy od wartosci
A;. Jesli wszystkie elementy sktadowej swobodnej x; zanikaja z czasem to z biegiem czasu rozwigzanie
x(7) dazy do rozwiazania wymuszonego x,, — takie rownanie rézniczkowe nazywamy stabilnym'.
Natomiast je§li sktadowa swobodna x, rozwigzania x(f) nie zanika, to rOwnanie rdézniczkowe
nazywamy niestabilnym. Stabilno$¢ liniowego rownania rdézniczkowego nie zalezy ani od
wymuszenia, ani od wspolczynnikow 4. Jesli wymuszenie u(?) jest ograniczone, to rozwigzanie x(¢)
stabilnego rownania roézniczkowego tez jest ograniczone. Te wlasnosci rozwigzania ogolnego sa
podstawa definicji stabilno$ci uktadu opisanego rownaniem rézniczkowym (r. 6.2.2).

IV. Rozwigzanie szczegélne réwnania rézniczkowego (catka szczegdlna) — rozwigzanie ogdlne z
okreslonymi parametrami 4,+4,. Parametry A; sa obliczone na podstawie n warunkdéw poczatkowych,
czyli zbioru warto$ci n zmiennych wybranych sposrod n+1 mozliwosci:
XD E (1), X (1) (1-37)
Na podstawie n warunkow poczatkowych oraz wartosci funkcji wymuszajacej f(#)) 1 jej pochodnych
wystepujacych w rozwigzaniu x(f) powstaje uktad » réwnan, umozliwiajacy wyznaczenie n
parametréw A;+A4,. W ten sposéb sposréd wszystkich mozliwosci jakie opisuje rozwigzanie ogodlne
x(?) jest wybierane jedno, ktore speinia zadane warunki poczatkowe - rozwigzanie w chwili ¢y osigga
zadane wartosci (przechodzi przez zadany punkt).
Warunki poczatkowe musza spetnia¢ rownanie rézniczkowe. Wigc zaktadajac na przyktad warunki:
x (t)=w, X (t) =Wypoee X)) =W, (1-38)
mozna podstawi¢ je wraz z wymuszeniem u(?) i jego pochodnymi do réwnania (1-19) i wyznaczy¢
warto$¢ x(y), co pozwala wykorzystywa¢ rownowazne zbiory warunkéw poczatkowych.
W praktyce zazwyczaj warunki poczatkowe okresla si¢ w chwili #=0. Przy stalych wymuszeniach
warunki poczatkowe czgsto sg definiowane jako stan rownowagi uktadu w chwili #=0, co oznacza, ze
wszystkie pochodne w rownaniu w chwili 0 sg réwne 0 (nie ma zmian w uktadzie):

X" (0)=0,x""(0)=0,....,(0) =0, (1-39)
lub po przeliczeniu na réwnowazny zbiér warunkow poczatkowych:
, b
x"(0)=0,.....x(0)=0,x(0) =x, gdzie x, =—u, (1-40)
ay

Zastosowania klasycznego algorytmu do analitycznego rozwigzywania rownan rozniczkowych dla
wymuszen statych, skokowych i impulsowych przedstawiono w r. 4, a dla wymuszen sinusoidalnych
wr13.1.

1.4.3. Przyklad rozwiazania
Przyktad dla 1 rzedu (z wyktadu)
Rozwigzania i rysunki — sktadowe 1 suma, wplyw 1 interpretacja warunkow poczatkowych

! Formalne definicje stabilnosci w zal. A 4.1
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2. Podstawy konstrukcji modeli dynamiki uktadéw

2.1. Ogodblne zasady konstrukcji modeli dynamiki

Punktem wyjscia do opisu i analizowania dynamiki uktadow bedg elementarne modele wybranych
zjawisk fizycznych. Modelowanie prostych przypadkéw pomaga zrozumie¢ przyczyny wilasnos$ci
dynamicznych, a uzyskane modele mozna podda¢ pelnemu zakresowi badan analitycznych.
Zastosowanie prostych modeli nie ogranicza si¢ do prostych obiektoéw. Sztuka modelowania to nie
tylko skonstruowanie odpowiedniego wyrazenia matematycznego, ale takze sformutowanie zalozen
upraszczajacych opis, tak by ,tworzy¢ bytoéw ponad miar¢” (zasada znana pod nazwa brzytwy
Ockhama).

Jedna z metod konstruowania modeli dynamiki obiektow opis obiektu na podstawie réwnan
bilansowych wielkosci podlegajacych prawom zachowania, czyli takich jak objeto$é, masa, energia’.
Bilanse sa konstruowane dla najbardziej znaczacych ,,magazynéw”, czyli makroskopowych obszarow
uktadu, ktére majg zdolno$¢ magazynowania okreslonej wielkosci. Kazdy bilans opisuje chwilowg
zmiang¢ zawarto$ci magazynu w czasie, czyli pochodna:

dx(t

d(t) ZELO)E SO 1)
gdzie: x(f) — wielko$¢ podlegajaca bllansowamu, fi(t) — strumienie bilansowanej wielkosci
doptywajace/odptywajace  (+/-) z magazynu, f,(f) — strumien bilansowanej wielkoSci

generowany/zuzywany (+/-) wewnatrz magazynu (np. w wyniku procesOw chemicznych). rysunek?
Z postaci bilansu (2-1) wynika, ze modele opieraja si¢ rownaniach rézniczkowych zwyczajnych. We
wzorach stosowane beda uproszczone oznaczenia pochodnych w postaci’:

2
i(t) = dx(t) H(l) = d xgt) o (=0 d* x(t)

dt l‘

Wielko$ci x(f) opisujace stan magazynéw s3 nazywane zmiennymi stanu i zazwyczaj s3 to
rownoczeénie zmienne wyjéciowe ukladu®. Po ulozeniu réwnafn bilansowych dla wszystkich
magazynow, nalezy sprawdzi¢ czy poza zmiennymi stanu w uktadzie wyst¢puja juz tylko zmienne
wejsciowe, ktorych wartosci sg zadawane z zewnatrz uktadu (nie zaleza od tego si¢ dzieje w uktadzie).
Jesli zmiennych wyjsciowych jest wigcej niz rownan rozniczkowych (nie wszystkie zmienne, ktdre nie
sg zmiennymi stanu mozna uzna¢ za wejscia), to nadmiarowe zmienne nalezy wyeliminowaé za
pomoca dodatkowych zaleznosci (beda to rownania algebraiczne, na przyklad wynikajace z
konstrukcji uktadu). Model jest jednoznacznie okreslony (kompletny) jesli zawiera tyle rownan ile jest
zmiennych wyj$ciowych, a pozostate zmienne sg zmiennymi wejsciowymi.

Model dynamiki ukladu stanowi komplet réwnan rézniczkowych, opisujacych chwilowe
(dynamiczne) bilanse magazynéw tego ukladu. Uproszczenie modelu dynamiki, polegajace na
wyzerowaniu wszystkich pochodnych prowadzi do statyczmego modelu ukladu. Uktad rownan
stanowigcy model statyczny moze by¢ oznaczony lub nieoznaczony (w szczegolnych przypadkach) ale
nie moze by¢ sprzeczny’.

Konstrukcja modelu obejmuje nie tylko skompletowanie réwnan bilansowych, ale rowniez
identyfikacj¢ (wyznaczenie) wartosci wszystkich parametrow w tych rownaniach. W tym celu mozna
wykorzystywa¢ informacje o wymiarach geometrycznych i wlasno$ciach substancji lub o dostgpnych
pomiarach zmiennych wejsciowych 1 wyjsciowych. Zaréwno podczas konstrukcji, jak i na kazdym
etapie przetwarzania modelu muszg si¢ zgadza¢ jednostki miary w kazdym wyrazeniu. Wicce] o
konstrukcji [3]

! Brzytwa Ockhama jest ... (https://encyklopedia.pwn.pl)

2 Dopisa¢ o bilansie ,,statycznym”. Wprowadzi¢ pojecie ,,magazynu”, akumulacji wielkosci i bilansu chwilowego
® W literaturze spotyka sie tez oznaczenie: x'(f), x"(¢), x"(¢)

* W dalszej czesci nastapi formalne rozréznienie zmiennych stanu i zmiennych wyjsciowych modelu

> Uktad réwnan oznaczony — jedno rozwiazanie, nieoznaczony — wiele rozwigzan, sprzeczny — brak rozwigzan
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2.2. Zbiorniki — otwarte uktady hydrauliczne

2.2.1. Konstrukcja modeli

Najprostsze modele dynamiki konstruowane dla obiektow hydraulicznych wystgpuja w przypadku
uktadow sktadajacych si¢ z otwartych zbiornikow, przez ktore przeptywa ciecz o stalej gestosci, na
przyktad woda'. Konstrukcja modeli opiera sic wowczas na dynamicznym bilansie objetosci cieczy
(V) w kazdym zbiorniku — zmiana objetosci w czasie jest wynikiem bilansu strumieni wplywajacych 1
wyptywajacych (f;) do/z zbiornika:

dzt(t) =D % /i(1), [m¥s] (2-2)
Opisywane modele bedg dotyczy¢ zbiornikéw o ptaskim dnie o powierzchni 4 i1 pionowych $cianach,
to znaczy, ze w bilansie (2-2) zamiast objetosci ¥ mozna stosowaé wysoko$¢ 4 w postaci:

dh(t
AJ =3 ££,(1) (2-3)

dt
Model dynamiki pojedynczego zbiornika (Rys. 2-1) opiera si¢ na jednym réwnaniu rozniczkowym:
Jve Jue Ah(t) = £,,.(O) = £,,(0) (2-4)
I Sy A Fy Wyptyw cieczy f,, w zbiorniku (a) zalezy od
Al = pompy, wigc jedno réwnanie (2-4) stanowi
a) 4 b) 4 kompletny model zbiornika (a) ze zmienng

Rys. 2-1. Zbiornik: a) z pompa, b) ze swobodnym wyptywem  stanu / i zmiennymi wejsciowymi fy, 1 fwy.

Natomiast w zbiorniku (b) nastepuje swobodny wyptyw cieczy f,, przez otwor w dnie (blisko dna),
ktoéry zalezy od powierzchni otworu 4,, 1 wysokosci cieczy w zbiorniku 4:

Sy () = A, N 28h(1) = ah(t) (2-5)
Doktadny wzér na swobodny wyptyw jest nieliniowy, wigc czesto bedzie stosowane jego liniowe

przyblizenie (sposdb wyznaczenia wspotczynnika a zostanie opisany w r.19.2.1).
Jesli w zaleznosci (2-4) uwzglednimy doktadny wzor f,,, to uzyskujemy nieliniowy model zbiornika:

Ah(t) = £,,(0) = 4,~2gh(?) (2-6)
a wykorzystujac wzor przyblizony — model liniowy:
Ah(0) = £,,(6) = ah(7) 2-7)

W obu przypadkach aktualna wysoko$¢ cieczy /4 jest zmienng stanu (zmienng wyj$ciowa), natomiast
strumien wptywu f,,. jest zmienng wejsciowa uktadu.

W przypadku kaskady zbiornikow model dynamiki zawiera tyle rownan rozniczkowych ile jest
zbiornikdw, a wysokosci cieczy w poszczegolnych zbiornikach sg zmiennymi stanu. Kaskada na Rys.
2-2 sktada si¢ z dwoch zbiornikéw, sg wigc dwa rownania bilansowe:

oy {Alhl (6) = foolt) = i (2)

hll P \ Jon Ay (0) = fry1 ()= f2(0)

yi gdzie wysokosci £ 1 Ay s3 zmiennymi stanu, ale przeptywy fi,1
! 1 fwe nie sa wejSciami ukladu - konieczne jest wiec
h2$ Fom2 wykorzystanie wyrazenia (2-5). Kompletny, dokladny model
Aw2 X 1,2 4
. = dynamiki kaskady ma postac:
2 .
Rys. 2-2. Zbiorniki niepotaczone Alh} =1/ we () - A, v 2gh1 Q)

(kaskada niewspotdziatajaca) A2h2 ()= Awl /Zghl (1) - sz 2gh2 ()
gdzie f,. jest jedyng zmienng wejSciowa. Opisujac swobodny wyptyw ze zbiornikoéw przyblizong
liniowa zaleznos$cig (2-5) mozna uzyska¢ model liniowy. Doda¢ lin? (bedzie dalej)

(2-8)

(2-9)

Jesli swobodny wyptyw cieczy ze zbiornika nast¢puje nie na zewnatrz, ale przez potaczenie rurowe
do kolejnego zbiornika (Rys. 2-3), to strumien swobodnego wyptywu zalezy od powierzchni otworu
A,, 1 16znicy wysokos$ci pomiedzy polaczonymi zbiornikami:

" woda lub inna ciecz niezbyt lepka, niezbyt gesta pozwala m.in pomingé wplyw tarcia i bilansowa¢ objetosé a nie mase
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=
Jue S 0= Ay 280 () = hy () = & (I () = Iy (1) @-10)
h{l: flgl h2$ forn (dotyczy to tylko przeptywu pomiedzy zbiornikami, bo wyptyw
Awl 3

4w 5™ f,,, odbywa sie na zewnatrz, zgodnie z (2-5)).
Rys. 2-3. Zbiorniki potaczone przewodem
(kaskada wspotdziatajaca)

Model dynamiki tego uktadu opiera si¢ rowniez na dwoéch réwnaniach bilansowych (2-8), ale z
zastosowaniem wyrazenia (2-10). Kompletny, doktadny model jest ostatecznie nieliniowy i ma postac:

{AJ{I 1) = fe(0) = 40 28(0 () = 1, (1)
Ay (1) = A28 () = 1y () = A, 0+28, (1)

Model uktadu bedzie liniowy jesli zostang zastosowane przyblizone, liniowe zaleznosci do opisu
swobodnego wyplywu (2-5), (2-10). Doda¢ lin? (bedzie dalej)

(2-11)

Przeplyw cieczy moze by¢ réwniez wymuszany za pomocg pomp o sterowanej wydajnosci,
niezaleznej od poziomu cieczy w zbiornikach'. Taki przeptyw jest traktowany jako zmienna
wejsciowa ukladu, niezaleznie od miejsca zastosowania pompy. Stad kompletny model uktadu z Rys.
2-4 ma postac:
= .

Jul Ay (0= fe () = A, 28( (0 = 1y (1)
’“1/1 o nd % Aol (1) = A, 28 (I (1) =y () = 0 (1) @-12)
wl >

gdzie fy. 1fu0 sa zmiennymi wejSciowymi.

Rys. 2-4. Zbiorniki z pompa na koncu
a model uktadu z Rys. 2-5 ma postac:

e we:>
h 11 : Sz
A =

Rys. 2-5. Zbiorniki z pompg pomiedzy

A ()= [ ()= Fin ()
Ayhy (1) = [0 (0) — A,/ 28h, (1) (2-13)

gdzie fy. 1fuy1 sa zmiennymi wejSciowymi.

Na podstawie powyzszych przyktadow mozna wnioskowaé, ze dla typowych otwartych uktadow
hydraulicznych nalezy si¢ spodziewaé uktadow rownan pierwszego rzedu i sg to zazwyczaj rdGwnania
nieliniowe. Wiecej o zjawiskach fizycznych w otwartych uktadach hydraulicznych [3].

Uwaga: W modelach nieliniowych wystepuje wyrazenie 4, \/2 g(h1 ) —h, (t)) , ktére wymaga aby
h(£)=ha(t), to znaczy, ze ciecz przeptywa ze zbiornika pierwszego do drugiego. Na tym etapie
rozwazan przyjmujemy, ze model bedzie uzywany tylko w przypadkach, gdy ten warunek jest
spetniony (szerzej w 19.2.1). W przyblizonych modelach liniowych wystepuje wyrazenie a(h;(t)-ha(?)),
ktore wynika z tego samego zalozenia (h(¢)>h,(?)), ale mozna je wykona¢ rowniez gdy h(¢)<hy(¢) 1
model tez jest poprawny.

2.2.2. Jednostki i identyfikacja warto$ci parametrow

Identyfikacje wartosci parametrow modeli hydraulicznych tatwo jest wykona¢ na podstawie
wymiaréw geometrycznych zbiornikéw i otwordéw. Przyklady - Zal. C

Jednosta rownan bilansowych jest m*/s. Jednostki zmiennych i parametréw: A [m], £ [m’/s], V [m’],
A [m?], 4,, [m*]. Zgodno$é jednostek w rownaniu bilansowych mozna potwierdzié wykonujac np.
podstawienie:

A-h(t) = f,.(t) = A, 2- g h(D)

> 1M m3 2 m m3
- —_— = — _m . _2.m e —_—
S S S S

m

Dysponujac zbiornikami oraz pompami o sterowanej wydajnosci mozna konstruowa¢ obiekty o
roznych wlasnosciach, nawet gdy zawsze zawieraja dwa zbiorniki (Tab. 2-1).
Tab. 2-1. Przyktady obiektow typu otwarte uktady hydrauliczne (opis w Dodatku...)

1 . . /2 . ;. L. . ’ c e . e Lz . ..
niezalezno$¢ wydajnos$ci (przeplywu) od réznicy pozioméw (czyli roznicy cisnien na kro¢cach pompy) jest zalozeniem
upraszczajacym
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2.3. Obiekty cieplne — uktady termokinetyczne

2.3.1. Konstrukcja modeli

Pierwszym krokiem w konstrukcji prostych modeli obiektéw cieplnych jest wskazanie najbardziej
znaczacych magazyndéw ciepta (Q), czyli elementow uktadu, ktore akumulujg ciepto. Opisywane
modele wykorzystuja zalozenie o doskonatym mieszaniu, to znaczy, ze cata objetos¢ magazynu bedzie
opisywana za pomocg jednej temperatury 7, ktora wynika z faktycznego mieszania si¢ substancji lub z
usrednienia warto$ci temperatur wewnatrz magazynu. Zawartosc ciepta w magazynie wynosi:

QW) =c,pVT(t)=C,T(1), [J=W:s] (2-14)
gdzie Cy oznacza pojemnos¢ cieplng magazynu — staly parametr zalezny od ciepta wilasciwego c,,
gestosci p 1 objetosci V substancji wypeltniajacej magazyn.

Dynamiczny bilans zawarto$ci ciepta opisuje zmian¢ zawartosci magazynu w czasie poprzez bilans
zrodet 1 strat ciepta (¢;) w danym magazynie:

dQ(1) dT (1)
~ =G =224, W] (2-15)
Prostym zrédtem ciepta w magazynie jest na przyklad grzatka elektryczna z mozliwos$cig sterowania
moc3 (g¢), natomiast typowa przyczyng strat ciepta jest przenikanie ciepta przez przegrody (Sciany)'.
Taki prosty obiekt przedstawia Rys. 2-6. Zaktadajac, ze dominujagcym magazynem ciepta w tym
uktadzie jest powietrze w pomieszczeniu, to model dynamiki stanowi jedno réwnanie:

Kq Tzew C\;Tw(t):qg(t)_Kc(Tw(t)_Tzew(t)) (2-16)
Tv:/; C, gdzie wspotczynnik przenikania ciepta przegrody K. jest staty
e E e 1 zalezy od powierzchni A4, grubo$ci a, oraz jednostkowego
wspotczynnika przenikalnosci cieplnej £:
Rys. 2-6. Pomieszczenie z grzejnikiem K, =kA/ a,, [W/deg] (2-17)
elektrycznym

Zmienng wyj$ciowa modelu jest temperatura 7, charakteryzujaca aktualny stan magazynu (zmienna
stanu). Pozostale zmienne — moc ¢, 1 temperatura na zewnatrz T, — sa zmiennymi wejSciowymi,
poniewaz ich warto$¢ nie zalezy od procesow na obiekcie. Model jest liniowy.

Innym typowym sposobem ogrzewania jest przenoszenie ciepta przez medium (nosnik ciepta), jak
na przyktad nawiew cieptego powietrza do pomieszczenia, doptyw goracej wody do grzejnika. Rys.
2-7 przedstawia przyklad izolowanego pomieszczenia z nawiewem cieptego powietrza. Przy
zatozeniu, ze ciepto jest akumulowane tylko przez powietrze w pomieszczeniu, model obiektu ma
postac:

—_— .
T C _> TPZTW Cva(t):cppf(t)Tz(t)_Cppf(t)Tw(t)7 (2_18)

f o f gdzie c,pfit)T-(f) to strumien ciepla dostarczany przez ciepte
> — powietrze, c,pf(t)T,(f) strumien ciepla wyprowadzany przez

Rys. 2-7. Pomieszczenie z nawiewem  wyplywajgce powietrze.
Na podstawie zatozenia o doskonalym mieszaniu uznaje si¢, ze temperatura nosnika wyptywajacego z
magazynu (7,) jest rOwna temperaturze nosnika w magazynie (7),). Zmienng wyjSciowa modelu jest
temperatura 7,,, a zmiennymi wejsciowymi temperatura 7. 1 przepltyw f. Jesli przeplyw f zmienia sig,
to model jest nieliniowy, ale jesli przeplyw jest staly, to jest parametrem obiektu, a model jak liniowy.

Uklad cieplny zawierajacy kilka znaczacych magazynéw wymaga ulozenia kilku réwnan
bilansowych — model zawiera tyle rownan rézniczkowych ile jest znaczacych magazynow ciepta w
uktadzie. Wybdr znaczacych magazyndéw nastepuje na podstawie ich pojemnos$ci cieplnych i jest
ustalany na etapie formulowania zatozen dla modelu. Zmiennymi wyjSciowymi modelu sg zmienne
stanu, to znaczy zmienne opisujace stan (temperatury) poszczegdlnych magazyndow. Pozostale

zmienne modelu powinny mieé¢ charakter wejs¢, czyli zmiennych sa wymuszane z zewnatrz’.
pomieszczenie z grzejnikiem elektrycznym?

! przenikanie ciepta przez przegrode obejmuje konwekcje (wnikanie/przejmowanie) ciepta z cieczy/gazu do przegrody,
przewodzenie ciepta przez przegrodg i konwekcje z przegrody do cieczy/gazu.
* Zmienne, ktore zaleza od stanu obiektu, a nie s3 zmiennymi stanu musza byé¢ wyeliminowane
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Przykladem takiego obiektu moze by¢ pomieszczenie z grzejnikiem K., Teew
centralnego ogrzewania (Rys. 2-8) - przez grzejnik przeptywa Ty ! T

gorgca woda 1 oddaje ciepto do pomieszczenia, a pomieszczenie C wews v

traci ciepto przez zewnetrzne $ciany (strzatkami oznaczono zatozone L; >

kierunki przeplywu ciepta). Zakladamy, ze cieplo jest magazy- Te: Ke

nowane przez wode w grzejniku i powietrze w pomieszczeniu. Rys. 2-8. Pomieszczenie z grzejnikiem

Zaro6wno w pomieszczeniu, jak 1 w grzejniku zaktadamy warunki doskonalego mieszania. Model
pomieszczenia z grzejnikiem sktada si¢ z dwoch rownan:

Coalp (0= € (O (0= O3y ()= K (T ()= T, (1)
vaTwew (t) = Kg Tgp (t) - Twew (t))_ Kc (Twew (t) - Tzew (t))
Z przedstawionej zasady konstrukcji uktadow cieplnych wynika, Zze modele obiektow

termokinetycznych majg posta¢ uktadow réwnan pierwszego rzedu. Modele sa nieliniowe jesli w
uktadzie wystepuje przenoszenie ciepta przez medium o zmiennym natgzeniu przeptywu.

(2-19)

Uwaga: Przed uktadaniem réwnan bilansowych zaktada si¢ kierunki przeplywu ciepla przez
przegrody, zwykle od najwyzszej temperatury do najnizszej, ale mozna przyja¢ rozne kierunki
przeplywu. Wazne jest tylko to, aby uktada¢ réwnania bilansowe konsekwentnie wedlug zatozonych
kierunkow. To znaczy przyjmujac, ze np. Tyew>T.» okreslamy kierunek strzatki (Tyen—T.ew) 1
wyrazenie opisujace strumien ciepta K (7Tyew-Tzew), natomiast dodawanie lub odejmowanie tego
sktadnika zalezy od réwnania bilansowego magazynu (dodawanie jesli strzatka pokazuje dostarczanie
ciepta, odejmowanie jesli pokazuje oddawanie ciepta). Rownania utozone w ten sposob beda
poprawne réwniez w przypadku, gdy kierunki przeplywu ciepta zmienig si¢ w trakcie pracy.

Wigcej o zjawiskach fizycznych wystepujacych w uktadach termokinetycznych w [3].

2.3.2. Jednostki i identyfikacja wartoSci parametrow

Warto$ci parametréw w modelach cieplnych mozna wyznaczy¢é na podstawie wymiaréw
geometrycznych magazynéw ciepla i whasnosci fizycznych substancji, np. pojemnosci cieplne (2-14),
wspolczynniki przenikania jednorodnych przegrod (2-17). Cze$¢ z nich mozna réwniez wyliczy¢
wykorzystujagc rownania statyczne modelu oraz informacje na temat mocy cieplnej i temperatur, na
przyktad dostepne w projektach budowlanych lub z pomiarow ([6]). Przyktady - Zal. C.

Jednostka rownania bilansowego jest I, natomiast jednostki zmiennych i parametrow:
Q [1=W:s], T[°C], f[m’/s],
¢p W/(kg K], p [kg/m*], 2 [W/(mK)]
Cy=c, pV [J(kg'K) - kg/m’ - m*=J/K], K, =44/ a,, [W/(m'K)-m*/m=W/K]

Poniewaz w rdéwnaniach bilansowych zawsze wystepuja réznice temperatur, to jako jednostki
temperatur zastosowano praktyczniejsze stopnie Celcjusza (°C), zamiast stopni Kelwina (K).
W kazdym réwnaniu bilansowych mozna sprawdzi¢ zgodnos$¢ jednostek, np:
C, T,(0)=q, ()= K, (T,(t) =T, (1))
J °C W
2= —w - (c- °c) S W
K s °C

Obiekty przedstawione w Tab. 2-2 maja jedng wspolng cech¢ — zawieraja dwa magazyny ciepta.
Jednak ich wiasnos$ci bedg si¢ r6zni¢ ze wzgledu na relacje pomigdzy magazynami ciepta.
Tab. 2-2. Przyklady obiektow cieplnych (termokinetycznych) (opis w Dodatku...)

K .
\\/TN { Teon K.,

A Keolr Jo T
R K T pEwy
) a § P Tyew K by 7 f_f{ Tl T
a — we fy i i
K Kc2§ Tew Ko KcZ} Tew
t . t .
ﬁU f T fp TK. f T
prLwy prLwy
= > T = —> T
C) Twe :@— J L - d) Twe - — -
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2.4. Obiekty mechaniczne liniowe

24.1. Konstrukcja modeli

Modele dynamiki uktadow mechanicznych opierajg si¢ na bilansie sit i momentow sil. Najprostsze
modele wystepuja w przypadkach, gdy ruch odbywa si¢ wzdtuz jednego kierunku a obrét wokot jednej
osi'. Konstrukcja modelu ruchu liniowego opiera si¢ na schemacie zastepczym uktadu zawierajacym
nastepujace elementy: sprezyny, thumiki i masy oraz zewnetrzne sity.

Sprezyna reprezentuje sily sprezystosci pomigedzy dwoma polaczeniami (punktami) — zewnetrzna
sita akcji przylozona do danego punktu (Fa, Fp) powoduje przesunigcie tego punktu, az do
zrbwnowazenia przez sit¢ sprezystosci (sile reakcji Fa, Fcp). Sity reakcji na koncach sprezyny sa
proporcjonalne do przesunigcia koncow:

I a c Fop(0) = el (1) = x5()) 20
w F(t)= c(xp (1) = x, (1))

gdzie: x4 przesunigcie punktu A, xg — przesuni¢cie punktu B,

Foa FcBE ¢ — wspotczynnik sztywnosci (zalezny od konstrukcji i materiatu
Rys. 2-9. Sprezyna sprezyny).

Thamik reprezentuje zjawisko tarcia podczas ruchu ciala w cieczy lub gazie (tarcie lepkie), ktoére
powoduje nieodwracalne przeksztatcanie energii mechanicznej w ciepto. Zewngtrzna sita akcji (Fa,
Fg) powoduje ruch punktu z predkoscia, ktora wynika z thumienia/tarcia (sity reakcji Fpa, Fp). Sity
reakcji na koncach ttumika zaleza do predkosci poruszajacych si¢ koncow:

XA xp IINOEYENGEENG)

b |}—j ol (2-21)

1l Fip (1) = bt (1) — %, (1))
” gdzie: x, (#) — predkos¢ punktu A, xg(¢#) — predkos¢ punktu B,

Fion Fu b — wspotczynnik tlumienia (zalezny od konstrukcji 1 materiatu
elementu w wystepuje tarcie).

Rys. 2-10. Thumik

Masa jest wlasnos$cia ciata, ktora przeciwdziata zmianie predkos$ci wymuszanej przez zewngtrzng
site (F). Opisywany element nie uwzglednia ksztattu ciata i punktu przylozenia sity — cata masa ciata

a—p jest skupiona w jednym punkcie. Silta reakcji (sita bezwladnosci F,) w tym
m o punkcie jest proporcjonalna do przyspieszenia:
—e" F, (1) = mi(?) (2-22)

Ey,
Rys. 2-11. Masa

gdzie: X(t) — przyspieszenie (a), m — masa.

Pierwszy etap modelowania obiektéw mechanicznych polega na wykonaniu schematu, ktory
opisuje dziatanie uktadu za pomoca idealnych elementéw podstawowych (przyklady w zalgczniku?).
Konstrukcja modeli uktadow mechanicznych poruszajacych si¢ wzdhuz jednego kierunku polega na
utozeniu bilansu sit dla wszystkich punktow bilansowych, ktore tacza poszczegodlne elementy
schematu 1 poruszajg si¢ z ré6znymi predkosciami. Po jednej stronie bilansu wystepuja wszystkie
zewnetrzne sity akcji, a po drugiej stronie — suma sit reakcji wszystkich elementéw potaczonych z
danym punktem bilansowym.

Najprostsze przyktady uktadow mechanicznych zawieraja jeden punkt bilansowy — model zawiera
jedno rownanie bilansowe. Na przyktad potaczenie sprezyny i thumika reprezentujgcego opory tarcia
(Rys. 2-12) jest opisane przez réwnanie bilansowe, w ktorym wystepuje zewnetrzna sita F 1 suma sit

5 reakcji sprezyny 1 ttumika z jednym usztywnionym

koncem:
2 —> % 1y w_ bi(t) + ex(t) = F (1) (2-23)
g

ﬁ N F Przesunigcie x jest zmienng wyjsciowa modelu, a
Rys. 2-12. Sprezyna z thumikiem sila zewngetrzna F - zmienng wejsciowq.

Natomiast dla podobnego uktadu sprezyny i thumika, w ktérym wystepuje dodatkowo masa m (Rys.
2-13) rownanie bilansowe sit ma postac:

! Przy roznych kierunkach lub osiach nalezy wektorowy charakter sit i momentow.
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mx(t)+bx(t) +cx(t) = F(t) (2-24)
Kompletny model obejmuje nadal jedno réwnanie, ale tym
razem drugiego rzedu.

Rys. 2-13. Masa ze sprgzyng i thumikiem

Punkty bilansowe, dla ktorych nalezy utozy¢ rownania rézniczkowe czesto znajduja si¢ w punktach
reprezentujgcych masy, tak jak to ilustruje przyktad na Rys. 2-14, opisany przez uktad rownan:

b, —>F {0 = m, 5, (0) + by, (0) + €3, (0 + ¢, (6, () = x, (1)
] m A e L F) =m0 +bi O+ e (o0 -x@) 29
C b
_/XW_ 2 Uktad ma jedng zmienng wejsciowa (F)) dwie
X1 X2 zmienne wyjsciowe (xi, X7).

Rys. 2-14. Uktad z dwoma punktami i masami

Wystepowanie mas w punktach bilansowych nie jest konieczne. Bardzie] ogolnie mozna powiedziec,
ze istotne sg punkty taczace konce sprezyn i thumikéw, jak na Rys. 2-15.

by 0= b,x,(t) +c,x,(t) + ¢, (x,(£) = x, ()
1 L AMA ™ 0 = my, () + by, (1) + ¢, (x, (1) = x, (1))
b,

(2-26)

AAA 1) W modelu nie wystgpuje zewnetrzne wymuszenie (nie

e ma zmiennej wejsciowej), ale mozna bada¢ zachowanie

%71. 27; uktadu od zadanych warunkdéw poczatkowych,

Rys. 2-15. Uktad z dwoma punktami wynikajagcych na przyktad z naciagnigcia/$cisnigcia
sprezyn.

Na podstawie powyzszych przyktadow mozna wnioskowac, ze modele uktadow mechanicznych
zawierajg liniowe rownania rozniczkowe maksymalnie drugiego rzedu.
Zjawiska fizyczne i konstrukcje bardziej zlozonych modeli mechanicznych opisano na przyktad w
[3].Doda¢ uwagi: Zakladany kierunek przesunigcia i sity reakcji
Moze wahadto (doktadne i uproszczone)?

2.4.2. Jednostki i identyfikacja wartoSci parametrow

Wyznaczenie wartosci parametréw modeli mechanicznych na podstawie wymiaro6w i1 materialu
moze stanowi¢ pewien problem. cdn.... Przykiady - Zal. C.
Jednostki zmiennych i parametrow: F' [N=kg~m/s2], ¢ [N/m], b [Ns/m], m [kg]
Jednostka rownan bilansowych jest N, co znajduje potwierdzenie np. w modelu:
m-X()+b-x(t)+c-x(t)=F(¢)
kg-ﬂz+&~2+§-m=N — N
S m s m
Wspolng cechg przyktadow z Tab. 2-3 jest to, ze zawierajg dwa punkty o r6znych przesunigciach (x;,
X»), czyli wymagaja utozenia dwoch rownan bilansowych.
Tab. 2-3. Przyktady uktadow mechanicznych (opis w Dodatku...)

J\/\/\/KF F
1 C3
- i ]r ¢
m ! | m b a
e — B
a) b)
F
—{1 A o T 4\/\/\/,:>
b, m B by m C b,
b= —ANA—

o) > d) c
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2.5. Obwody elektryczne

2.5.1. Konstrukcja modeli

Modele dynamiki obwodow elektrycznych opieraja si¢ na bilansie napi¢g¢ w oczkach obwodu i
pradow lub tadunkéow w wezach'. W praktyce uzywa sie do opisu obwodoéw spadkoéw napieé (u) i
nate¢zen pradow (i), poniewaz sg to wielkosci, ktore tatwo jest zmierzy¢. Jednak z definicji natezenia
pradu:

i(t) = 4(1) (2-27)
wynika, ze mozna wykorzystywac rowniez opis uktadow za pomoca napie¢ (u) 1 tadunkow (g).

Zaklada sie, ze wszystkie istotne zjawiska danym obwodzie elektrycznym sa reprezentowane przez
nastepujace idealne elementy podstawowe: rezystor, kondensator i1 cewka oraz idealne zrddta
napigciowe lub pradowe. Rezystor reprezentuje straty energii elektrycznej na ciepto. Relacja
pomigdzy natezeniem pradu i oraz spadkiem napigcia na rezystorze jest proporcjonalna (prawo Ohma):

R ] i u(t) = Ri(t) < u(t) = Rq(t) (2-28)
P gdzie R — rezystancja (zalezna od wymiaréw geometrycznych elementu
Sou 1 materiatu), ¢(¢) — zmiana tadunku w czasie =i(¢).

Rys. 2-16. Rezystor
Kondensator opisuje zdolnos$¢ uktadu do gromadzenia tadunkow, ktoéra opisuje zaleznos¢:

O_C| ]_’_,_o i(t)=C d”;g’ ) & g(6) =Cu(t) (2-29)
< u

gdzie C — pojemno$¢ elektryczna (zalezna od budowy i materialu
Rys. 2-17. Kondensator kondensatora), g(t) —tadunek.
Cewka jest elementem bezwladno$ciowym, ktory przeciwdziala zmianie nat¢zenia pradu przez
samoindukcje sity elektromotorycznej e, ktora jest proporcjonalna do zmiany pradu:

e di(t ..
[ s e, (0)=-L ;(t) o e, (t)=~Li(1) (2-30)
< u

gdzie L — indukcyjno$¢ wilasna (zalezna od ksztaltu 1 materiatu cewki).
Rys. 2-18. Cewka

W praktyce czesto stosuje si¢ opis wszystkich podstawowych elementéw za pomoca impedancji i
uogolnionego prawa Ohma:

u(s)=Z(s)i(s) lub u(jw)=Z(jw)i(jw) (2-31)
gdzie: Z(s) - impedancja operatorowa (r. A.3.1), Z(jw) - impedancja symboliczna (r. A.3.2).
Tab. 2-4 zawiera zalezno$ci (2-28)+(2-30) oraz przeksztalcenia tych zaleznosci uzywane przy
uktadaniu rownan innymi metodami, w tym impedancje.

Tab. 2-4. Stosowane opisy podstawowych elementoéw elektrycznych

Opis napigciowo-pradowy O.prad.-napigciowy Impedancje
u(i) i(u) u(q) Z(s) | Z(jw)
rezystor (R) | u(f) = Ri(t) u(s) = Ri(s) i(t) = Gu(t) ut)=Rg(t) | R R
kondensator L. 1. . du(t) 1 1 1
©) u(t) = Ejz(t)dt u(s) = Ez(s) i(ty=C % u(t) = Eq(t) - J%
cewka (L) e, (t)=—-L d;(:) u(s) = sLi(s) i(t) = %Iu(r)dt u(t)y=L4(t) sL joL

Rozwazmy prosty obwod ztozony ze zrodta napigcia, cewki i rezystora (Rys. 2-19). Bilans napie¢ w
oczku mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacego rownania rozniczkowego:

L d’;t(t )R (&) =u,(0) (2-32)

Rys. 2-19. Obwod wzbudzenia silnika

'z definicji natezenie pradu jest pochodng tadunku w czasie: i(t) = dq(t) / dt
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Zmienng wejsciowa modelu jest napigcie zasilajace u,, a zmienng wyjsciowa natezenie pradu w
obwodzie i,. Praktycznym przykladem rozwazanego obiektu by¢ moze by¢ obwod wzbudzenia
silnika, w ktorym uwzgledniono indukcyjno$¢ zwojow i ich rezystancje.

Kolejny prosty obwdd elektryczny zawiera elementy RLC (Rys. 2-20). Do opisania réwniez
wystarczy jedno rOwnanie bilansowe:

LAy | dit)

; +Ri(t) + %Ii(r)dt = u(t) (2-33)

-
>

Rys. 2-20. Uktad oscylacyjny RLC

Opisujac uktad za pomoca napig¢ i pradow uzyskuje si¢ roéwnanie catkowo-rézniczkowe. Uzyskanie
modelu w postaci rGwnania rézniczkowego wymaga opisu za pomocg napie¢ 1 tadunkow:

Lﬂo+Rﬂn+%ﬂay=mn (2-34)

W praktyce inzynierskiej najczesciej stosuje si¢ rownanie (2-33) skonstruowane (lub przeksztalcone)
W postaci operatorowe;j:

sLi(s)+ Ri(s)+ Lz'(s) =u(s) (2-35)
sC

lub symbolicznej:

JjoLi(jo)+ Ri(jw) +— ! i(jo)=u(jo) (2-36)
joC
Jedng z metod uktadania réwnan dla ztozonych obwodow elektrycznych jest metoda oczkowa.
Pierwszy etap metody polega na wyznaczeniu odpowiedniej liczy niezaleznych oczek. W uktadzie
przedstawionym na Rys. 2-21 mozna wyrdézni¢ dwa niezalezne oczka'. Rownania bilansowe dla
wyznaczonych oczek najwygodniej jest zapisa¢ w postaci operatorowej:

I
Ky
2 (2-37)

. . 2 I, —1
sC, sC,

Rys. 2-21. Uktad dwuobwodowy 1
Réwnaniom operatorowym (2-37) odpowiadaja rdwnania rézniczkowo-catkowe:

em=gwﬂhmhm+rﬂ>h@
0180 g [0 [LOZEO, @)
i rOwnania rozniczkowe: 2
e=L,G,(t)+ R,q,(t) + &0 -4,
(2-39)

2
q,(t) N q,(1)—q,(?)
¢ ¢,
Przedstawiona metoda konstrukcji prowadzi do modeli, ktore zawierajg uktady réwnan liniowych w
postaci réwnan operatorowych lub rézniczkowo-catkowych lub rézniczkowych maksymalnie drugiego
rzedu. Wybor formy modelu zalezy od jego dalszego wykorzystania. Rozwinigcie przedstawionych

zasad zawiera na przyktad podrecznik [3].
Doda¢ uwagi: Zaktadany kierunek pradu i spadku napigcia. Przypadek gdy sa same rezystancje

0=LG 1)+ Rq,(1)+

' Sposob wyznaczenia niezaleznych oczek moze byé rozny — na przyklad mozna po wyznaczeniu kazdego oczka
wylaczac¢ z dalszego wyboru jedng z gatezi tego oczka
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2.5.2.  Jednostki i identyfikacja wartoSci parametrow

Parametry modeli elektrycznych wynikaja gtownie z elementow RLC o znanych wartosciach.
Przyktady - Zat. C
Jednostki zmiennych i parametrow: u [V], i [A=C/s], R [Q=V/A], C [F=C/V], L [H=Wb/A=Vs/A];
Jednostka réwnania bilansowego w metodzie oczkowej jest V, co mozna sprawdzi¢, np. dla:

L-q(z)+R-q(z)+%-q(r)=u<r)

H.£+Q.£+F.C:V —>L-£+K-A+F-C:Vpochy’fe
52 S Als s A

Energia (praca) [J=VAs]

W przyktadowych obwodach w Tab. 2-5 zdefiniowaé dwa niezalezne oczka. Modele beda zawieraé
dwa réwnania, a wigc dwie zmienne wyj$ciowe oraz jedng zmienng wejsciowq (zroédto napieciowe).
Tab. 2-5. Przyktady obwodow elektrycznych (opis w Dodatku...)

R2 L R1 R2 C Rl
cn )
2 L /
a) i i b) iy i

Doda¢ przyktad gdy zmienng wyj$ciowg jest nie prad, tylko napigcie na elemencie

2.6. Zamkniete uklady hydrauliczne i pneumatyczne

2.7. Inne (w tym uklady biologiczne)
Model logistyczny

Model van der Pola?

Lotki-Volterry

2.8. Analogie
Poréwnanie opisu obiektéw roznego typu pozwala sformutowac kilka analogii (Tab.1.-7).
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Analogie opierajg si¢ na podobienstwie opisu zjawisk. Jak mozna zauwazy¢ na podstawie tabeli
najbardziej podobne s3 do siebie opisy ukladow elektrycznych i mechanicznych — spadki napieé
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odpowiadajg sitom a tadunki — przesunieciom ®'. Poza tym w obu ukltadach wystepuja elementy
gromadzace energi¢ (kondensator, sprezyna) i rozpraszajace energi¢ (rezystor, thumik) oraz elementy
bezwladnosciowe przeciwdziatajace zmianom (cewka, masa)”. Analogie t¢ mozna rozszerzy¢ o uklady
hydrauliczne zamknigte, czyli uktady w ktérych rozpatruje si¢ przeplyw medium wymuszony przez
roéznicg ci$nien, przy czym to medium wykazuje pewng mas¢ i jest Scigliwe’ — zaklada sie, ze mozna
pomina¢ termodynamiczne przemiany gazu @

Druga par¢ bardzo podobnych opiséw stanowiag modele obiektow cieplnych i1 ukladow
hydraulicznych otwartych (zbiorniki) — cieplu odpowiadajg objetosci a strumieniom ciepta (mocy) —
przeptywy medium. W obu przypadkach bilansuje si¢ zawarto§¢ pewnego rodzaju magazynow (ciepla,
objetosci), a ich stan charakteryzuja zmienne stanu (temperatura, wysokos$¢). W porownaniu do
uktadéw mechanicznych i elektrycznych — nie wystepuje tu odpowiednik zjawiska bezwladnosci’. W
obiektach cieplnych mozna za to wskaza¢ charakterystyczne przyktady elementow op6zniajacych (=),
ktére wystepuja przy wykorzystaniu przeptywajacego medium jako nos$nika — na przyktad ciepta (Rys.
2-22). Jesli $ciany przewodu sg dobrze izolowane (przenikanie ciepta przez $ciany jest pomijalne) to
ma miejsce jedynie opdznienie transportowe opisane rOwnaniem:

qu _]lwy Twy(t):Twe(t_To) (2-40)
/= 7 > f gdzie T, — czas opoOznienia zalezny od odlegtosci 1 predkosci

Rys. 2-22. Opéznienie transportowe przeptywu.

Kazda analogia ma swoje ograniczenia — zakres zastosowania, na przyktad zalozenie o liniowosci
zastosowanego opisu. Analogie utatwiajg nam przenoszenie wiedzy pomi¢dzy dziedzinami i pokazuja
znaczenie rozwijania 1 zastosowania uniwersalnych metod analizy, opartych na réwnaniach
rozniczkowych 1 transmitancjach.

! Patrz: analogie elektromechaniczne, np. [14]

? elementy mechaniczne maja mniejszy zakres liniowo$ci opisu niz elementy elektryczne

* Przy przeplywie cieczy uwzglednia si¢ mas¢ a zwykle pomija Scisliwo$¢. Natomiast przy przeptywie gazu nalezy
uwzglednié¢ Scisliwos¢ a mase mozna pominac.

* Patrz: mechanika gazow, przemiany gazowe, np. [3 (r.11)]

> Bezwladnos¢ przeptywajacej cieczy rozpatruje sie w uktadach hydraulicznych zamknigtych
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Il. Statyczny opis ukladow
3. Modele i charakterystyki statyczne (LAB02)

3.1.  Statyczne witasnosci uktadu
Model statyczny to rownanie (uktad réwnan), ktory opisuje obiekt (uklad) w stanie réwnowagi,

gdy wartosci zmiennych wejSciowych 1 wyjsciowych sg state. Model statyczny jest znacznie

prostszym opisem uktadu niz model dynamiki. Mozna go otrzymac:

- przez uproszczenie rownan dynamiki polegajace na wyzerowaniu wszystkich funkcji pochodnych
zmiennych wej$ciowych i1 wyjsciowych - pochodna (dx/df) to z definicji zmiana wartosci (dx) w
krotkim czasie (df), a w stanie rownowagi nie ma zmiany warto$ci (dx=0);

- od razu na etapie konstrukcji modelu przez tworzenie statycznych rownan bilansowych opisujacych
uktad w stanie rownowagi - pomijanie akumulacji wielkosci w magazynach (r. 2.2, 2.3) i
elementow o wlasnosciach dynamicznych, np. thumiki i masy (r. 2.4), cewki, (r.2.5).

Modele statyczne sg powszechnie stosowane podczas projektowania obiektow, na przyktad

projektowanie konstrukcji (budynki, mosty, ...), instalacji (ogrzewanie, klimatyzacja, sie¢

wodociggowa, ...), itp. Na tym etapie wtasnos$ci dynamiczne obiektu nie sg rozpatrywane, na przyktad
budynek czy most ma mie¢ odpowiednia wytrzymatos¢, sie¢ grzewcza czy wodociggowa ma
przetransportowac¢ odpowiednig ilos§¢ medium, a projektant ma to zapewni¢ opracowujac konstrukcje
mechaniczng, dobierajac materiaty i urzadzenia, obliczajac parametry. Kazda dziedzina ma swoje
metody 1 zasady projektowania oparte na modelach statycznych, a stosowane w postaci wzorow, tabel

i charakterystyk. Tylko w szczegolnych przypadkach potrzebna analiza wtasnosci dynamicznych, na

przyktad wptyw wiatru na zachowanie wiezowca czy mostu, wptyw gwattownego zatrzymania pompy

na sie¢ hydrauliczna, ... cdn

Pelny model statyczny danego obiektu zaktada znajomo$¢ wszystkich parametrow (statych
wspoOtczynnikéw) wystepujacych w réwnaniach. To, ze sa to wartosci stale, jest zawsze wynikiem
przyjetych zalozen (np. wlasnosci materiatdéw nie zalezg od temperatury, cisnienia, itp.). Identyfikacja
warto$ci parametrOw (wyznaczenie wartosci parametrow) zalezy od ztozono$ci modelu i dostepnych
informacji. Mozna je probowa¢ wyznaczyc¢:

- bezposrednio na podstawie wymiaréw geometrycznych obiektu i wlasnosci fizycznych materiatow

w okreslonych warunkach,

- posrednio na podstawie warto$ci obliczeniowych (projektowych) dopisac

Dysponujgc pelnym modelem statycznym mozna wyznaczy¢ wzOr/wzory na zmienne wyj$ciowe,
czyli rozwigzaé¢ rdwnanie (uktad réwnan) ze wzgledu na zmienne wyj$ciowe (r. 1.3.2).
Liniowe rownania statyczne, takie jak na przyktad:

_ _all ap | % ] b, by, | U,
agpx=hbyu, ax=bg +byu,, 0= + b b 5 (3-D
|21 Gy |[ X2 21 Oy U
maja zawsze jedno rozwiazanie dla statych wymuszen':
_ - _
b b b b a a b, b, |u
x=24, xzﬂul +£u2, - [ % 12 i D || U (3-2)
ay a a, X5 | ady dp by, by | u,

Obliczajac rozwigzanie dla konkretnych wartosci wejsciowych (ug, ujo, uz0) Wyznaczamy wartosci
wyjsciowe (xo, X190, X20), czyli punkt rownowagi. W ukladach wielowymiarowych wartosci xjo 1 x29
stanowig wspoétrzedne jednego punktu réwnowagi. Punkt réwnowagi w modelach wielowymiarowych
to wektor wartosci zmiennych wyjsciowych [xo,..., xX,0] Wyznaczony dla danego wektora wartos$ci
wejsciowych [uo,..., Uno].
Nieliniowe rownania statyczne (uktady rownan) moga mie¢ wiecej niz jedno rozwigzanie i tym samym
wiecej niz jeden punkt rownowagi, na przyktad:

QX +ayx=bygut, ayX +a,x=byu (3-3)

Charakterystyka statyczna obiektu jest graficzng prezentacja zalezno$ci x(u) - pomigedzy zmienng
wyjsciowg (x) 1 wejsciowa (u) w pewnym przedziale wartosci u. Punkt rownowagi jest punktem
wykresu x(u) wyznaczonym dla konkretnej wartosci wuy (warto$¢ xo=x(up). Je$li model jest
wielowymiarowy (obejmuje wiele niezaleznych zmiennych wyjsciowych 1 wejSciowych), to mozna

! poza szczegblnym przypadkiem braku rozwigzania lub nieskonczonej liczy rozwigzan, oméwionym w r. 2777
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narysowa¢ charakterystyke statyczna dla kazdego z wyj$¢: xi(ui+u,). W praktyce ma ona postaé
rodziny charakterystyk statycznych, gdzie jedna ze zmiennych wejsciowych jest reprezentowana na
osi, a pozostate sg parametrami wykresu (Rys. 3-1). W modelach liniowych wszystkie charakterystyki
statyczne sg liniowe, natomiast w modelach nieliniowych nie wszystkie charakterystyki statyczne
musza by¢ nieliniowe lub posiada¢ wiele punktéw rownowagi (Rys. 3-2).

Uus 25
X10 X201 -

1 1
, ui : ui
1 1

Uo

Uio Uio
Rys. 3-1. Rodzina charakterystyk statycznych, zakres pracy i
wspotrzgdne punktu rownowagi

Rys. 3-2. Wyktady nieliniowych charakterystyk
statycznych z jednym i dwoma punktami rownowagi

W zastosowaniach inzynierskich stosuje si¢ ograniczenie prezentacji wykresoOw do zakresu pracy, czyli
przedzialu warto$ci zmiennych wejsciowych i wyjsciowych, ktére sg osiagalne lub stosowane w
rzeczywistym uktadzie. Poza tym badania wykonuje si¢ czgsto w pewnym obszarze wokot wybranego
punktu rownowagi, ktéry nazywany jest wowczas punktem pracy (patrz tez r.). Takie ograniczenie
zakresu pracy w ukladach nieliniowych jest wykorzystywane do uproszczenia badan ukladow
nieliniowych (1.X)

Kolejne przyktady przedstawia zastosowanie modeli statycznych do identyfikacji wartosci
parametroOw, wyznaczania charakterystyki statycznej i punktu rownowagi. Natomiast przedstawione
fragmenty skryptow zilustruja przyktadowa realizacje tych zadan w badaniach symulacyjnych z
uwzglednieniem wilasnosci Matlaba.

3.2. Zastosowanie charakterystyk do linearyzacji

3.2.1. Kaskada zbiornikow

Podstawg otwartych uktadow hydraulicznych jest pojedynczy zbiornik ze swobodnym wyptywem
(Rys. 3-3, opisany w r.2.2). Model takiego elementu to jedno rownanie (2-6), ktére w stanie
réwnowagi ma postac:

el \ 0= f = A 28h (3-4)
i l Foy 1 pozwala wyznaczy¢ zmienng wyjsciowa A:
Ay 2

=
y h= % (3-5)
Rys. 3-3. Zbiornik ze swobodnym wyptywem &4
Jedynym parametrem modelu jest powierzchnia otworu (4,,), ktorg tatwo jest zmierzy¢ czy oszacowac
na podstawie wymiarow. Na podstawie (3-5) mozna narysowac charakterystyke statyczng danego
zbiornika w zakresie 0+f,emax. M0Zna tez zbada¢ wptyw powierzchni 4,, na poziom cieczy (porownac
rézne zbiorniki) - Rys. 3-4. Przykladowy skrypt ponizej realizuje to zadanie wykorzystujac m.in. r6zne
sposoby generowania wektoréw oraz operacje na elementach wektora (operatory z kropka zamiast
petli):

h g=9.81;
i tabAw=[.1, .2, .3]; %wektor parametrow, m2
max kolor='grb"; %wektor kolorow
Fwemax=2; %max przeptyw wejsciowy,m2/s

Fwe=[0:Fwemax/10:Fwemax]; %wektor wartosci wejsciowych

figure; hold on; grid on;

fori=1:3 %petla dla wartosci z tabAw

0 h=Fwe."2/(2*g*tabAw(i)); Y%wektor wartosci wyjsciowych
Jemax plot(Fwe, h, kolor(i));

end

Rys. 3-4. Charakterystyka statyczna (3-5)
dla réznych zbiornikow (powierzchni 4,,)

Jesli zamiast nieliniowego rownania (3-4) stosowane jest jego liniowe przyblizenie:
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0=f,, —ah, (3-6)
to charakterystyka statyczna jest oparta na zalezno$ci:
P (3-7)
a
0 frvema Powstaje pytanie o sposob wyznaczenia wartosci a, tak aby
Rys. 3-5. Charakterystyka statyczna: doktadna i uproszczona charakterystyka statyczna zbiornika

(1) doktadna (3-5), (2) uproszczona (3-7) byly zblizone do siebie (Rys. 3-5).
Poniewaz przyczyna nieliniowosci jest swobodny wyptyw ( f,,, = 4,,4/2gh ) to zastosujemy przyblize-
nie tej zalezno$ci za pomoca siecznej (Rys. 3-6). Porownujac

Sy ' A,4/2gh  dokladne i uproszczone wyrazenie f,, dla /=0 (£,,(0)=0) i dla
nyma ---------------- hzhmax (fwy(hmax)zf wymaxs prZy CZym hmax WyStfzpuje dla
maksymalnego f,,.), otrzymujemy:
7 ;h AW zghmax = ahmax
0 ‘ hmax g 2 — a
Rys. 3-6. Linearyzacja swobodnego gdzie h,, = fLm;X (Foemax) (3-8)
wyptywu fi,,(h) 2g4;

Wspotczynnik a wyznaczony z tej zaleznosci zapewnia dwa wspdlne punkty charakterystyki
uproszczonej i doktadnej (Rys. 3-5), a doktadno$¢ uproszczenia pomiedzy nimi zalezy od punktu
pracy wyznaczonego przez aktualny przeplyw na wejsciu i poziom cieczy w zbiorniku.

3.2.2. Kaskada zbiornikow

Nieliniowe modele kaskad zbiornikbw mozna upraszcza¢ na tej samej zasadzie, czyli przez
linearyzacj¢ wzoru opisujacego swobodny wyptyw. Jako przyktad postuzy kaskada zbiornikow
potaczonych przewodem (Rys. 3-7, opisana w r.2.2). Jej model to uktad rownan (2-11), ktéry w stanie
réwnowagi mozna zapisac¢ jako:

fwel:> fwe = Awl Zg(hl - h2) = Aw2 2gh2 (3_9)
h flgl I3 £ Stad doktadne wzory na zmienne wyjsciowe A, 1 h:
At $ Ao I::;vy2 f2 1 1 fZ
Rys. 3-7. Zbiorniki potaczone przewodem hy = we2 , hy = T3 - (3-10)
2gAw2 AW] AWZ 2g
Uproszczona wersja modelu statycznego to uktad réwnan:
Sve :al(hl —h2)=a2h2 (3-11)
1jego rozwigzanie:
Sive 1
hy =725, Iy = —+—1f. (3-12)
a, a a4

Parametry modelu doktadnego (powierzchnie A4, i A4,2) mozna tatwo zmierzy¢ lub oszacowac.
Wyznaczenie wspotczynnika a, mozna wykonac¢ identycznie jak dla wyptywu pojedynczego zbiornika
(3-8). Natomiast przy uproszczaniu przeptywu pomiedzy zbiornikami (f,,1) we wzorze wystepuje
roznica wysokosci ( f,,,; = 4,,4/2g(h — h,) ), wobec tego punkty siecznej (Rys. 3-8), to:

Ah=0 (£,,(0)) oraz Ah=Ahmax (fu(Ahmax)=Fwymax, PrZy czym Ahmax
Sy A4,2gAh  wystepuje dla maksymalnego f,..). Stad, porownujac opis doktadny

Suymax| 7T ! i przyblizony otrzymujemy:
i Awl 2gAhmax = alAhmax
B : Ah 2 2 2
7 > ; 1 1 -
0 Ay gdzie Ahy,, =| —+— Sweman_J. . = /, e (3-13)
Rys. 3-8. Linearyzacja swobodnego Ay Ay, 2g 2g4,, 2g4;,

wyptywu f,,,(Ah

P f( ) - a) (fwemax)
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Doktadne i uproszczone charakterystyki statyczne kaskady hlhl

przedstawiono na Rys. 3-9.

max|

0 fwemax O fwemax
Rys. 3-9. Charakterystyki statyczne:
(1) doktadne (3-10), (2) uproszczone (3-12)
Przedstawiono przyktady zastosowania modeli statycznych do rysowania wykresoéw 1 linearyzacji
Wzory, ktore postuzyly do rysowania charakterystyk statycznych postuza w dalszych badaniach do
wyznaczania punktu pracy, czyli do obliczenia warto§ci zmiennych wyjsciowych dla zadanych
wartosci zmiennych wejsciowych

3.3. Zastosowanie charakterystyk do identyfikacji

3.3.1. Przyklad ukladu mechanicznego

Uktad na Rys. 3-10 przedstawia proste potgczenie dwoch sprezyn o réznych wspotczynnikach
sztywnosci ¢ 1 ¢, na ktore dziata sita /. W uktadzie tym nie ma lub pominig¢to wplyw masy i sil tarcia
(r. 2.4), wigc model uktadu ma posta¢ uktadu rownan algebraicznych:

0=cx +Cz(x1 _xz)

(3-14)

—_— —_—
2JC . X2 2
Rys. 3-10. Potaczenie dwoch sprezyn
Sita F jest zmienng wejsciowa ukladu, natomiast potozenia koncoéw sprezyn x; i x» sa zmiennymi
wyjsciowymi.

Do prowadzenia badan symulacyjnych konieczna jest znajomo$¢ wartosci wspotczynnikow c; 1 cs.
Mozna je obliczy¢ na podstawie znajomosci ksztattu 1 materiatu sprezyny [odnosnik]. Mozna je rowniez
wyznaczy¢ na podstawie pomiaru warto$ci zmiennych w wybranym punkcie pracy (Fo, x10, X20), ktore
nalezy podstawi¢ do uktadu (3-14) i rozwigza¢ wzgledem c; 1 ¢;:

Fy Fy
c,=—2 oraz ¢, =—2— (3-15)
X10 X20 ~ X10

cmz(xz _xl)

Wyznaczenie charakterystyk statycznych wymaga rozwigzania uktadu (3-14) ze wzgledu na
zmienne wyj$ciowe:
¢ +c,

F
¢ S1%)

F (3-16)

W prostym skrypcie, ktory rysuje charakterystyki (Rys. 3-11) wykorzystano operacje generowania
wektora oraz obliczania elementdw wektora, przy czym to obliczanie wystepuje bezposrednio jako
parametr funkcji plot:
X1 X cl=...;c2=...; %wartosci podstawione/obliczone
F=[0:1:100]; Y%wektor wartosci wejsciowych
figure; plot(F, F/c1);
F F figure; plot(F, (c1+c2)./(c1*c2)./F);

Rys. 3-11. Charakterystyki statyczne uktadu

Powyzsze zadania mozna zrealizowa¢ w alternatywny sposob - poniewaz model (3-14) jest liniowy,
wigc wszystkie powyzsze dziatania mozna réwniez zapisa¢ i wykona¢ macierzowo. Jesli sita i
przesunigcia sg zmiennymi uktadu, to macierzowy zapis modelu ma postac:

O |g+cy —c | x L
= lub symbolicznie F = Cx (3-17)
gdzie F i x to wektory zmiennych', C — macierz wspotczynnikow. Stad wektor zmiennych
wyjsciowych x:

x=C'F (3-18)

' Nalezy rozréznia¢ wektor wartosci zmiennej (np. F, x, x;) i wektor zmiennych wejsciowych F (sktadajacy sie z
warto$ci 0 1 zmiennej F) czy wyjSciowych x (zawierajagcy zmienne x; i x).
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Mozna tez przy uzyciu macierzy wyznaczy¢ warto$ci wspotczynnikow na podstawie pomiardéw sity i
przesunieC (Fo, X190, X20). W tym celu model (3-14) nalezy zapisa¢ w postaci:
0 X0 X0 — Xy || € .

o e R B 1 symbolicznie F = Xe¢ (3-19)
gdzie tym razem F 1 ¢ wystgpuja w roli wektorow zmiennych, a X w roli macierzy wspotczynnikow
(wyznaczonych na podstawie wartosci xj, X29), co pozwala wyznaczy¢ wartosci wektora c:

-1
c=XF (3-20)

Reczne wykonywanie operacji ma macierzach moze by¢ klopotliwe (np. przy odwracaniu duzych
macierzy), ale programy symulacyjne sa wyspecjalizowane w tego typu dzialaniach. Sa jednak
operacje na wartosciach, wigc nie bedzie mozliwosci analizy wzorow funkcji, co jest pozyteczne, cho¢
nie zawsze konieczne. W tym przypadku zaréwno wzory na wspolczynniki (3-15), jak i zmienne
(3-16) sga bardzo proste. Dla bardziej zlozonych modeli zastosowanie macierzy do obliczania
zmiennych wyjsciowych (3-18) powoduje pewna trudnos¢. Jesli zdefiniujemy wartosci sity F w
postaci wektora (np. F=[0:1:100]) to realizacja wyrazenia (3-18) oznacza, ze zmienne F 1 Xx s3

macierzami:
{xl(l) xl(n)}zc_[ 0 .. 0 } G2
x, (1) ... x,(n) FQ) ... F(n)

Aby narysowac charakterystyki statyczne nalezy odpowiednio wybra¢ elementy do punkcji plot:
plot(F(2,:), x(1,:)), plot(F(2,:), x(2,3), ...) skrypt

Nie ma tego problemu jesli wzoér (3-18) jest stosowany do obliczania punktu pracy, a wiec dla
pojedynczej wartosci zmiennej F.
Natomiast warto rozwazy¢ zastosowanie macierzy do obliczania wspotczynnikow (3-20), poniewaz
wynikiem jest prosty wektor wartosci wspotczynnikow.

Przedstawiono rézne metody wyznaczania parametréw 1 rysowania charakterystyk dla modelu z
jednym wejsciem 1 dwoma wyjsciami. Te same metody bedg uzywane do wyznaczania punktu pracy.

3.3.2. Charakterystyki statyczne pomieszczenia z grzejnikiem

Dla pomieszczenia z grzejnikiem elektrycznym (Rys. 3-12) mozna skonstruowaé bilans ciepta
dostarczanego przez grzejnik o mocy g, 1 ciepla traconego: przez zewnetrzne Sciany (wspotczynnik
strat K.,,), przez sufit (wspotczynnik strat K.,,,) 1 przez dach (o wspotczynniku strat K,).

Teow A Tp KCP {qug _ch(Twew _Tzew)_chp(Twew _Tp) (322)
'KCWP ~ OZchp(Twew_Tp>_ch(Tp_Tzew)
dg E Toow +H K., Model ma dwie zmienne wejsciowe: moc grzejnika elektrycznego
(q) 1 temperature na zewnatrz (7%.,). Zmiennymi wyjsciowymi sa
Rys. 3-12. Pomieszezenie z temperatury w pomieszczeniu (7., 1 na poddaszu (7),).
grzejnikiem

Wspotczynniki strat rzeczywistych budynkéw sg okreslane przez projektanta, ktéry oblicza je na
podstawie powierzchni, konstrukcji i1 materialu §cian, okien, dachu. A nastgpnie wyznacza
zapotrzebowanie budynku na cieplo w warunkach obliczeniowych — w Polsce dla temperatury
zewngtrznej -20°C.

Wspotczynniki wystepujace w modelu (3-22) reprezentuja poszczegolne przegrody jako parametry
zastepeze (usrednione). Dla zapewnienia zgodnosci z wlasno$ciami rzeczywistego obiektu, parametry
modelu zostang wyznaczone na podstawie typowych danych, ktore mozna znalezé w projektach
budowlanych, na przyktad w warunkach obliczeniowych (nominalnych) dla gg=1000 W 1 %,y =-
20°C, temperatura wewnatrz pomieszczenia Iy, Wynosi 20°C a na poddaszu 7,y wynosi 10°C. Tak
wiec w pewnym punkcie rownowagi znane sg warto$ci wszystkich zmiennych w uktadzie rownan
(3-22). Do wyznaczenia s3 wartosci trzech wspotczynnikow (Ke, Kewp, Kep), Wige konieczne jest
jeszcze jedno roéwnanie, ktore mozna napisac jedynie na podstawie dodatkowych zatozen, na przyktad
takich jak jedno z ponizszych:

a) pomigdzy wspotczynnikami strat zachodzi nastgpujacy zwiazek K.,,=0,25K.,,
b) straty przez $ciany to 30% zapotrzebowania w warukach nominalnych, czyli K.(Tweun — Tzewn)
=0.3qu.
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Na takiej podstawie mozna wyprowadzi¢ wzory na poszczegdlne wspotczynniki, ktore beda uzywane
do obliczania ich warto$ci w skryptach.

Charakterystyki statyczne obiektu powstaja na podstawie rozwigzania uktadu réwnan (3-22) ze
wzgledu zmienne wyjSciowe Ty, 1 T),. Rozwigzania sg funkcjami dwoch zmiennych wejSciowych gg 1
T’ew, Wigc przy tworzeniu wykresow zawsze jedna z tych zmiennych bedzie parametrem wykresu — na
Rys. 3-13 jest to temperatura 7., 0 wartosci odpowiadajacej warunkom obliczeniowym (7%e,n).

T.
;Wew ________ T [N QgN=1000; TzewN=-20; TwewN=20; TpN=10;

wewlN Kew=...; Kewp=...; Kcp=...; Y%oblicz wspoétczynniki
Qg=[0: 0.1*QgN : QgNJ; %wektor wartosci wej.
Tzew=TzewN; Y%parametr wykresu
Twew=...; %oblicz wektor Twew

Qg Tp=...; %oblicz wektor Tp
0 Ogn 0 Oon figure, plot(Qg, Twew, ', QgN,TwewN,'0");

Rys. 3-13. Wybrane charakterystyki statyczne figure, plot(Qg, Tp, ™, QgN,TpN,'0’);

uktadu Rys. 3-12
Na wykresach narysowano dodatkowo punkt odpowiadajacy warto$ciom obliczeniowym (punkt
nominalny). Jesli wyprowadzenie wzoréw 1 zapis w skrypcie s3 wykonane poprawnie, to punkt ten
trafi na lini¢ wykresu.
Przedstawiono przykltady wyznaczania parametrow na podstawie modelu statycznego i
dodatkowych zatozen, oraz rysowanie 1 testowanie charakterystyk dla modelu wielowymiarowego.

3.4. Zastosowanie charakterystyk do analizowania pracy uktadu

3.4.1. Obwaod elektryczny

Przedmiotem analizy jest dzielnik napigcia (Rys. 3-14), w ktéorym za pomoca potencjometru R,
mozna ustawia¢ warto$¢ napigcia na zaciskach wyjsciowych u, (rozwazymy przypadek bez obcigzenia
1 po wlaczeniu obcigzenia R,). Zmienng wyjsciowa jest wiec napiecie u,. Obwodd zawiera tylko
rezystancje, wigc zalezno$ci napiec 1 pradow sg opisem statycznym:

bez obcigzenia z obcigzeniem R,
U=(R,+R,)i U= (R +R,)i (3-23)
Uy = Ry uy = R (i—1i,)
uo = ROiO
L O
Rys. 3-14. Dzielnik napigcia Po wyznaczeniu zmiennych wyj$ciowych:
R, R, R, (3-24)
R, +R, R, +R, R +R,

W obwodach elektrycznych state parametry, takie jak rezystancja R, sa zazwyczaj znane (podane).
Natomiast rezystancje R; i R, oraz napigcie U potraktujemy w tym przypadku jako zmienne
wejsciowe. Mozna narysowac charakterystyki statyczne tego obwodu w funkeji kazdego z wejs¢ (Rys.
3-14) przyjmujac, ze pozostate wejscia sg parametrami danego wykresu .

R, R, U R, UR, Skrypt
Uo Uo U

U R, R,
Rys. 3-15. Charakterystyki obwodu z Rys. 3-14
Charakterystyki statyczne mozna wykorzysta¢ do badania wpltywu poszczegélnych zmiennych na
napiecie u,, ale tez do wyznaczenia wartosci wejsciowej (np. R;) tak aby uzyskac¢ okre§long wartos¢
wyjsciowa (u,) przy ustalonych pozostatych wejsciach (R, 1 U). narysowac

Dopisa¢ o charakterystykach obcigzenia dzielnika (dopasowac R; do zmian obcigzenia R,, tak aby utrzymac u)

R, RlU . (3-25)
“ R uy =———-Ryi,
! R +R,
iO uo = ROiO

Przedstawiono przyktad zastosowania modelu statycznego do wyznaczania charakterystyk
statycznych oraz graficznego rozwigzywania uktadu rownan.
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3.4.2. Obwod hydrauliczny

Przyktad hydrauliczny — pompa z obcigzeniem?
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lll. Podstawowe badania dynamiki ukiadow w praktyce inzynierskiej

4. Analityczne badanie liniowych réwnan rézniczkowych (1.i 2.rzad) (LAB03)

4.1. Wprowadzenie

Wiasno$ci dynamiczne powoduja, ze reakcje obiektu na zmiany nie ustalajg si¢ natychmiast, co
mozna zilustrowa¢ na wykresach czasowych (r. 1.2). Podstawg modeli, ktore opisujg te whasnosci sg
réwnania rézniczkowe. W przypadku prostych, liniowych modeli mozna rozwigza¢ rownania
rozniczkowe (r. 1.4.2), czyli wyznaczy¢ wzor funkcji opisujacy reakcje obiektu w czasie. Szczegdlne
znaczenie praktyczne ma rozwigzania ukladéow 1. 1 2. rzedu (r.4.2). Ze wzgledu na wiasnosci
dynamiki najbardziej interesujaca jest czgs¢ swobodna tych rozwigzan (r.4.3), decydujaca o
stabilnosci rozwigzania, a ztozona zazwyczaj ze sktadnikow postaci: Ade”, Ae”sin(wt+p).

Rozwigzania wystepujace w uktadach 1. 1 2. rzedu sg rowniez sktadnikami rozwigzan bardziej
ztozonych ukladow wyzszego rzedu (r. 4.4) Wiccej? Odsylacz do poglebionej analizy (wplyw zer i krotnosci
biegunéw)?

4.2. Rozwiazania analityczne w podstawowych badaniach dynamiki (LISTA01/3)
4.2.1. Rozwiazywanie liniowych rownan rozniczkowych w badaniach dynamiki

W praktyce inzynierskiej ogdlny algorytm rozwigzywania rdwnan rézniczkowych (r. 1.4.2), mozna
zacznie uprosci¢ podczas realizacji podstawowych badan dynamiki dla okre$§lonych wymuszen i
warunkow poczatkowych. Ogodlne zasady postepowania zostang omdwione na przyktadzie roéwnania
drugiego rzgdu (a,#0):

(1) + () +ap(0) = hr) 1)
dla ktérego przeksztalcenia sg na tyle proste, ze mozna je wykona¢ na symbolach (przyktady liczbowe
przedstawiono w Zat.B).

I. Rozwigzanie swobodne (sktadowa swobodna, przejSciowa)
Rownanie charakterystyczne modelu liniowego mozna zawsze napisa¢ wprost na podstawie
roOwnania rézniczkowego (4-1) - w analizowanym przypadku ma ono nastepujacg postac:

a, X +a,A+ay =0 (4-2)
Stad wyznaczamy pierwiastki (4;, A4,) rGwnania charakterystycznego, nazywane biegunami ukladu:
VA g A
Mo T
Obliczone pierwiastki (niezaleznie od tego czy sa rzeczywiste, czy zespolone) mozna sprawdzi¢ przez
podstawienie ich do réwnania charakterystycznego w postaci iloczynowe;j:

a,(A-4)A-4,) — al +al+a, (4-4)
Zatozmy na tym etapie, ze sg to dwa rozne pierwiastki rzeczywiste, wigc rozwigzanie swobodne
bedzie miato nastgpujaca postac:

, gdzie A=a} —4a,a, (4-3)

x,(6) = A& + 4™ (4-5)
gdzie A; i 4, s3 nieznanymi jeszcze parametrami. Niezaleznie od warto$ci 4, 1 4,, jesli oba pierwiastki
sg ujemne, to rozwigzanie swobodne bedzie zanika¢ z czasem.

I1. Rozwiazanie wymuszone (skladowa wymuszona, ustalona)

W przypadku réwnan rozniczkowych opisujacych obiekty 1 uktady automatyki powszechnie sg
stosowane rozwigzania przy wymuszeniu u(f), ktore jest state dla £~0. Warunek ten spetniajg funkcje o
stalej warto$ci oraz wymuszenia skokowe i impulsowe (Rys. 4-1).

u u
1 w=uo o S “a
Uo R uo_‘ 0
> > ——|—>

0 t 0 t 0 t 0 !
Rys. 4-1. Wymuszenie state dla >0
We wszystkich tych przypadkach rozwigzanie wymuszone moze by¢ wyznaczone na podstawie
réwnania statycznego:

o =byu (4-6)
Gdy wymuszenie od chwili £~0 ma stalg warto$¢ uy, to rozwigzanie wymuszone x,,(f) ma postac:
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b o
x, () =X, =—>u, =k ,u, , jesli ap#0. (4-7)
ay
W szczegblnych przypadkach, dla wymuszenia skokowego 1(¢) 1 impulsowego d(¢), otrzymujemy:
- dlau(®)=1(¢) jest up=1, stad x,(*)=x, =b,/a, =k,

4-8
- dlau()=0(?) jest w=0, stad x,,(f)=x, =0 -

We wszystkich tych przypadkach rozwigzanie wymuszone x,(f) jest wartoscig stala, o ile tylko
ap#0. Wspotrzedne (uy, xi), ktore opisuja uktad w stanie rOwnowagi, nazywamy koncowym punktem
réwnowagi. Réwnanie liniowe ma tylko jeden punkt rownowagi dla danego wymuszenia u; (poza
szczegOlnym przypadkiem, gdy ao=0). Warto$¢ bo/ap nazywamy wzmocnieniem ukladu k,y przy
statym wymuszeniu. (tu???)

II1. Rozwigzanie ogolne
Rozwigzanie ogoélne réwnania drugiego rzedu (4-1) z wymuszeniem statym, skokowym lub
impulsowym, to klasa rozwigzan o postaci:

x(t) =A™ + 4™ +x,, gdzie x, =k, u, (4-9)

u

IV. Rozwigzanie szczegdlne

Dwa parametry A, i 4,, wystgpujace w rozwigzaniu ogédlnym, sa wyznaczane dla konkretnych
warunkow poczatkowych. Warunki poczatkowe sg niejako podsumowaniem catej przesztosci uktadu
do chwili /=0 — nie ma znaczenia jak uktad do tego stanu doszedt'. W praktyce inzynierskiej wybor
warunkow poczatkowych zalezy od celu badania.

Badania z wymuszeniem o _stalej wartoSci (uo=ur) x
zazwyczaj shuzg do pokazania ewolucji stanu uktadu od
warunkéw poczatkowych réznych od punktu roéwnowagi
(Rys. 4-2). Szczegdlnym przypadkiem tego badania jest brak
wymuszenia (uo=u;=0). Rys. 4-2. Przyktady ewolucji stanu uktadu
Rozwazmy dwa warianty okres§lenia warunkow poczatkowych: 1) x(0), x(0); 2) x(0), X(0).

1) Zaléozmy, ze szukamy rozwiazania dla warunkow poczatkowych: x(0)=w,, x(0)=w;. Po

podstawieniu tych warunkéw do (4-9) uzyskujemy uktad rownan:
Wo =Ale’110 +Azeﬂ20 +x; Wo =4 + 4y +x;
wy =4 4™ + 4, 4,e™° w =44 + 4,4,
ktory umozliwia obliczenie wartosci 4; 1 4. Wyznaczone w ten sposOb rozwigzanie szczegodlne
rOwnania (4-1) przy stalym wymuszeniu x; 1 dla zadanych warunkéw poczatkowych x(0)=w,,,

(4-10)

x(0)=w; ma postac:
X, —W,)+W X, —Wp)+W
22( k 0) 1 eﬂ1t 21( k 0) 1 eﬂat

x(t) =
=2, ho =
Szczegdlnym przypadkiem warunkéw poczatkowych jest wy=x; 1 w;=0, gdy rozwigzaniem
szczegOlnym jest x(¢)= xi, czyli koncowy stan rownowagi.

+x;, gdzie x;, =k, u, (4-11)

2) Warunki poczatkowe sa zadawane takze czgsto w postaci x(0)=w;, X(0)=w,. Mozna je
wykorzysta¢ wprost do utozenia uktadu rownan:
wy =4 4™ + 1, 4,e™° w =44 + 1,4,
2 A0 a2 g A0 _ 2 2
w, =4, A4 + A 4e w, =4 A + A4 A4,
albo przeliczy¢ na warunki x(0)=w, Xx(0)=w;, podstawiajac wi, wa, u(0)=u; do rownania (4-1):
aw, +aw; +ayx(0)=byu, — x(0), (4-13)
a nastepnie zastosowac uktad (4-12).
Badania z wymuszeniem o stalej warto$ci sg3 wykonywane na przyktad podczas rysowania

portretow fazowych (r. 8), jednak stosowane sa takie metody rysowania portretow, ktore nie wymagaja
rozwigzan analitycznych.

—)A1,A2 (4-12)

1 . S . P P . . o
w ogolnosci warunki poczatkowe moga by¢ okreslone w innej chwili czasu
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Badania z wymuszeniem skokowym w typowych

zastosowaniach majg na celu wyznaczenie odpowiedzi
na wymuszenie skokowe, czyli reakcji uktadu na Xo p f
skokowg zm1an§ WartOéCl_ WeJéCIOWeJ (uo—m/f), Rys. 4-3. Przyklady reakcji na wymuszenie skokowe
zadawang w czasie gdy uktad jest w stanie rownowagi.
Poniewaz zazwyczaj analiza zachowania uktadéw dotyczy reakcji na niewielkie zakldcenia wokoét
poczatkowego punktu rownowagi, to punkt ten nazywa si¢ roOwniez punktem pracy. Warunek
przeprowadzenia badania (stan réwnowagi przed wystgpieniem skokowej zmiany) oznacza, ze w
warunkach poczatkowych wszystkie pochodne sg réwne zero:

X(0)=0,%(0)=0. (4-14)
Po podstawieniu tych warunkéw do roéwnania (4-1) mozna wyznaczy¢ warto$¢ poczatkowa x(0):
a,0+a,0+ayx(0)=byu, — x(0) (4-15)
1 okres$li¢ warunki poczatkowe wymagane przy badaniu reakcji na wymuszenia skokowe jako:
, b
#(0)=0,x(0)=x, gdzie xy =—"uy =k, 4ty (4-16)
dy

Warto$ci parametréw A; i A w rozwigzaniu (4-9) beda wyznaczane z nastepujacego uktadu rownan:
x, =A™’ + A,e™° +x, L [o=Ar Aty
0=A4A4e"" + 2, 4,e™° 0=A4 + 1,4,
Stad odpowiedz na wymuszenie skokowe (u,—u;) rownania (4-1), czyli rozwigzanie szczegolne to:

x(t)=22(xk _xo)eﬂit +24(xk _xo)e’lzt +x;., gdzie x, =k, u;, x, =k, 1, (4-18)
A =4 A =4

Szczeg6lnym przypadkiem odpowiedzi na wymuszenie skokowe jest odpowiedz skokowa A(t), czyli
odpowiedz na wymuszenie skokowe, ktore jest skokiem jednostkowym 1(¢), a woéwczas:

- poczatkowa warto$¢ wymuszenia uy=0, wigc poczatkowy stan rownowagi wynosi x;=0,

- koncowa warto$¢ wymuszenia u;=1, wigc wartos¢ koncowa x=bo/ao=k,u.

Odpowiedz skokowa A(f) rownania (4-1) ma wigc postac:

h(t)ziﬂzxk et +7ﬂ1xk e +x;, =k, (l+ % M+ 4 e/lzt} (4-19)
=% b4 =4 b =4

Badania z wymuszeniem impulsowym polegaja na X X
wyznaczeniu  reakcji  na  impulsowe  zakldcenie y\ V
pojawiajace si¢ w stanie rownowagi uktadu. W b e
badaniach analitycznych wykorzystuje si¢ odpowiedz I t
impulsowa, czyli odpowiedZ na teoretyczny impuls §(f). ~ Rys. 4-4. Przyklady odpowiedzi impulsowych
Podczas obliczen pojawia si¢ jednak problem, ktory wynika ze szczegodlnych wilasnosci funkcji
impulsowej w chwili 0 (z definicji: 6(z)=0 dla 0 1 J(t)=cc dla =0 1 pole pod funkcjg =1). W praktyce
mozna unikng¢ tego problemu, wykorzystujac wlasno$¢ uktadéw liniowych, z ktorej wynika, ze
odpowiedz impulsowa k() jest pochodna odpowiedzi skokowej /(7). Stad odpowiedz impulsowa k(¢)
réwnania (4-1) ma postac:

(4-17)

mﬁ@{ﬂ&Z&%)Mzﬁjﬂwﬂwz@ﬁéﬂ (4-20)
A =4 b =4 A =4
Odpowiedz impulsowa jest szczego6lng reakcja uktadu, poniewaz zawiera tylko sktadowa swobodng.
Zasady postepowania przedstawione powyzej mozna zastosowaé rowniez do réwnan, w ktorych
wystepuje wiele zmiennch wejsciowych, jak na przyktad w przypadku réwnania drugiego rzedu
(az-',éO)Z
a, (1) +a,x(t) + agx(t) = by, (1) + by, (7). (4-21)
Sktadowa swobodna x,(f) nie zalezy od wymuszen, wigc jest rowna (4-5). Natomiast sktadowa
wymuszona x,,(¢) dla statych wymuszen u; 1 u; (dla £~0) jest wyznaczana z réwnania statycznego:
a,x=b,u, +b,5u, (4-22)
1 ma statg wartos¢ x,,:
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bty +b,0u e
x,)=x, = ot ity Koty > Jesli ag#0. (4-23)
a,
Tak wiec rozwigzanie og6lne takze ma posta¢ (4-9) z dwoma parametrami 4; i A,, ktére trzeba
wyznaczy¢ na podstawie warunkow poczatkowych odpowiednich do badania ewolucji stanéw czy
reakcji na wymuszenia skokowe lub impulsowe.
Omoéwione zasady obliczania reakcji nie obejmuja przypadkéw, gdy w rownaniu rézniczkowym
wystepuja pochodne zmiennej wejsciowej, na przyktad:
a,X(t) + a,x(¢) + a,x(t) =b,u(t) + but). (4-24)
Problemem jest obliczanie pochodnych wymuszenia skokowego i impulsowego. Te szczegblne przypadki
zostang omowione w ...

4.2.2. Podsumowanie - odpowiedzi skokowe i impulsowe ukladow 1. i 2. rzedu
Zebra¢ wszystkie odpowiedzi: 2.rzad i bieguny rzeczywiste, podwdjne, zespolone; oraz 1.rzad?
Odpowiedzi skokowe 1 impulsowe réwnania (4-1) w przypadku podwojnego pierwiastka — dodac?

Odpowiedzi skokowe 1 impulsowe rownania (4-1) w przypadku gdy pierwiastki (4;, 4;) rownania
charakterystycznego sg zespolone maja nastgpujacg posta¢ (Zat.B.3.1.1):

h(t)= (4-25)

k(t)= (4-26)
Odpowiedzi skokowe 1 impulsowe dla rownania pierwszego rzedu (Zal.B.1)

h(t)= (4-27)

k(t)= (4-28)

Zastosowanie ogolnych wzoréw do analizy teoretycznej, konstrukcji dowodéw. W praktyce inzynierskiej przyktady
liczbowe - patrz zat.B Dysponujac wzorem mozna narysowaé wykres calego rozwigzania,a takze jedno sktadowych
Przyktad skryptu do rysowania rozwigzan: sktadniki i cato$¢, dla réznych warunkow poczatkowych

Na podstawie rozwigzan analitycznych mozna narysowa¢ nie tylko pelne rozwigzanie, ale takze
sktadowe rozwigzania (r. 4.3.4 ?)

6.2.3 Rozwigzywanie rownan rozniczkowych z pochodnymi wymuszenia — tu ???? Chyba dalej (jako wplyw zer uktadu)
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4.3. Wykresy podstawowych skiadnikéw rozwigzania (LISTA01/3)

4.3.1. Podstawowe skladniki rozwigzania swobodnego — parametry i wlasnosci funkcji

Wiasnosci dynamiki uktadu liniowego (stabilno$¢, czas s3 zdeterminowane przez rozwigzanie
swobodne (x,). Sktadnikami rozwiazania swobodnego sa funkcje typu eksponencjalnego 4e” (Rys.
4-5) i iloczyny takich funkcji z funkcjg sinusoidalng Ae“sin(wt+p) (Rys. 4-6). Z punktu widzenia
zastosowania w automatyce interesujgce sg przebiegi tych funkcji tylko dla £~0, czyli od momentu
rozpoczgcia obserwacji. Warto§¢ funkcji w chwili =0 zalezy od wspolczynnika 4, ktéry wynika z

zatozonych warunkow poczatkowych. rozwing¢ opisy funkcji, przyktady w zat???

PN =0 e“sin(wt) e
o \A | S A

= 5—*%0

_____ > ¢

e f
a>0 e
Rys. 4-5. Wykresy £4e” — wplyw znaku o Rys. 4-6. Wykresy Ae"’sin(wt)\f wptyw znaku a

Najistotniejsza cecha funkcji Ae” i Ae“sin(wt+p) wiaze sic ze znakiem wspotczynnika o w
wyktadniku funkcji eksponencjalnej. Jesli wspotczynnik o jest ujemny, to funkcje te z biegiem czasu
praktycznie zanikaja do zera, a jesli dodatni, to funkcje zmierzajg do +oo lub -co. W przypadku gdy
a=0, to funkcja 4e” ma warto$¢ stata, a funkcja Ae*'sin(wt+) to niegasnace drgania.

Im wigksza warto$¢ bezwzgledna a, tym te zmiany nastgpuja szybciej (w krotszym czasie). W
przypadku >0 funkcja e” bardzo szybko ucieka do +oo lub -0o nawet dla niewielkich wartoéci a, wiec
praktycznie po stwierdzeniu, ze a>0 nie wykonuje si¢ dalszych badan funkcji. Natomiast w przypadku
gdy a<0 mozna wyznaczy¢ czas zanikania funkcji (Rys. 4-7, Rys. 4-8).
e“sin(wt)

ea[ t o<oi

Rys. 4-8. Wykresy Ae“sin(w?) — wpt rtoéci
Rys. 4-7. Wykresy Ae” — wptyw wartosci o ys ykresy Ae”sin(ef) - wplyw wartosci

Teoretycznie funkcja e zanika do zera dla t—o, ale w praktyce przyjmuje sie, Ze ponizej pewnej
wartoéci funkcja e praktycznie nie ma znaczenia. Czas zanikania zalezy przede wszystkim od
warto$ci a, natomiast warto$¢ 4 (warunki poczatkowe) ma drugorzedne znaczenie.

W szczegolnych przypadkach w rozwigzaniu
swobodnym moga pojawié sie¢ funkcje A#e”,
gdzie p>1. Takze w tych wypadkach ujemna
warto$¢ o gwarantuje zanikanie funkcji do zera,
cho¢ wigksza warto$¢ p wydtuza czas zanikania
(Rys. 4-9). o "goree"??? Rys. 4-9. Wykresy A7’e” dla a<0 — wplyw wartosci p
Dlatego tez w dalszych rozwazaniach ten przypadek nie bedzie specjalnie wyrdzniany. Pozostate
przypadki szczegbdlnych sktadnikow rozwigzania przedstawiono w Zat. B.1.

Do rysowania wykresoOw funkcji na podstawie wzorow najlepiej zastosowac¢ definicje wektorow i
operacje na elementach wektora (Tab. 4-1).

Tab. 4-1. Funkcje rysowania wykresow czasowych (w tym operatory z kropka)
Matlab Scilab
definicja wektora czasu | T=[0:0.1:10];

Rysowanie wykresu plot(t, A*exp(alfa*t))

plot(t, A*exp(alfa*t).*sin(w*t+fi))
plot(t, A*t.*exp(alfa*t))
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4.3.2. Rozwiazanie swobodne a polozenie biegunéw na plaszczyznie zespolonej

Poszczegoblne sktadniki w rozwigzaniu swobodnym wiaza si¢ biegunami ukladoéw (pierwiastkami
rownania charakterystycznego). Kazdy biegun rzeczywisty (A=a+j0) ,,wprowadza" do rozwigzania
funkcje typu Ade”, a kazda zespolona para biegunow (1,=axjew,) funkcje typu Ae™sin(w,t+p).
Wiasnosci tych funkcji zalezg od wartosci biegunow - czg$¢ rzeczywista (o) odpowiada za stabilno$c¢ i
czas zanikania, a czg$¢ urojona (w,) za wystgpowanie oscylacji i ich czgstotliwosé. Stad wynika
graficzny sposob przedstawiania wilasnosci dynamiki uktadu poprzez polozenie biegunow na

plaszczyznie zespolonej (Rys. 4-10).
$Im(2) Xt /
L

Bieguny po prawej stronie plaszczyzny
zespolonej (o>0) wprowadzaja do
© |@
—0—ejeo0Wxlt .
O |@ ‘_,;_—A"ZS >

rozwigzania sktadniki zmierzajace do
+o0, Bieguny w lewej cze$ci plaszczyzny
zespolonej (a<0) wprowadzaja do
rozwigzania skladniki zanikajace z
czasem, a im bardziej na lewo lezy
biegun, tym sktadnik zanika szybcie;. L ) . ) )

Rys. 4-10. Potozenie biegunow a sktadniki rozwigzania swobodnego
W przypadkach granicznych, gdy bieguny leza na osi Im (a=0), w rozwigzaniu pojawiaja si¢ state
sktadniki (4, Asin(w,t+p)).

Znajac wszystkie bieguny uktadu mozna przewidzie¢ charakterystyczne cechy jego rozwiazania
swobodnego x,, ktore jest sumg funkcji zwigzanych z poszczegdlnymi biegunami. Wystarczy nawet
orientacyjna informacja o potozeniu biegunéw na plaszczyznie zespolonej, aby scharakteryzowac
wlasno$ci dynamiczne obiektu dowolnego rzgdu:

- wszystkie bieguny leza po lewej stronie - x; zanika do zera dla t—oo (uktad jest stabilny),
- wszystkie bieguny lezg na osi rzeczywistej - x; nie zawiera oscylacji.

W badaniach dynamiki uktadu stosuje si¢ ograniczenie analizy do najbardziej znaczacych biegunow:

- najistotniejsze sg bieguny po prawej stronie - jesli sg, to decyduja o niestabilnosci uktadu (nawet
pojedynczy biegun o minimalnej dodatniej warto$ci uktadu determinuje niestabilno$¢),

- jesli nie ma biegunow w prawej potptaszczyznie, to najistotniejsze sg bieguny lezace na osi urojone;j
- jesli sa to wprowadzaja do rozwigzania sktadniki, ktore nie rosna, ale tez nie zanikajg (uktad na
granicy stabilnosci),

- jesli wszystkie bieguny leza w lewej polptaszczyznie (uktad stabilny), to najistotniejsze s3 bieguny
lezace najblizej osi — decyduja o czasie zanikania najwolniejszego skladnika rozwigzania
swobodnego, a tym samym o czasie ustalania' sie odpowiedzi ukfadu.

Najmniej znaczgcymi biegunami sg te lezace najbardziej na lewo (o najmniejszej czgsci rzeczywistej),

poniewaz wprowadzaja do rozwigzania swobodnego sktadniki, ktore zanikaja najszybciej. Stad

wynika mozliwo$¢ upraszczania modeli poprzez pomini¢cie najmniej znaczacych biegunow (p. ??7?).
Elementarny sposob rysowania biegundéw na ptaszczyznie zespolonej, to zastosowanie funkcji plot

dla kazdego bieguna uktadu (Tab. 4-2).

Tab. 4-2. Funkcje rysowania polozenia biegundéw (pzmap p6ézniej)

Matlab Scilab

rysowanie | pjot(real(lambda1), imag(lambda1), 'go’);
wykresu

4.3.3. Analiza jakoSciowa - polozenie biegunéw a przebiegi czasowe
Wyznaczanie biegunéw (44, ..., 4,) rdwnania n-tego rzedu:

a x" () +a, X" €)+...+ax(t) +ax(t) =byu(t) (4-29)
odbywa si¢ na podstawie wielomianu charakterystycznego postaci:
a ' +..+a, ' +al+a,=01lub 1" +.+a,’ +a,A+a,=0 (4-30)

gdzie a,=a,/a,, a,=a,/a,, a,=a,/a,.
Réwnowazno$¢ wielomiandw w postaci ogolnej i iloczynowej (1-6) pozwala sprawdzi¢ poprawnos¢
wyznaczonych biegunoéw (rzeczywistych i/lub zespolonych):

! potocznie czas ustalania jest nazywany tez czasem stabilizacji

-40 - - REKOPIS ©PWTr (wer.Skrypt60.doc)



Dynamika uktadéw - podstawy analizy i symulaciji

a,(A-2)A-2,).(A-4,) — a A +.ta,F+al+ta,
lub:  (A-A4)1-4).(A-4,) — A +.+a, A +al+ta,

(4-31)

Na tej samej zasadzie znajomo$¢ wszystkich biegunéw uktadu (44, ..., 4,) pozwala odtworzy¢
roOwnanie rézniczkowe jednorodne (bez wymuszenia):

A=21)..-2,)=0 — V' +.+ai+a,=0 — x"@O+..+axt)+ax(H)=0  (4-32)
a takze odtworzy¢ rozwigzanie swobodne z dokladno$cia do warunkow poczatkowych (wartosci
parametréw A), na przyktad w przypadku gdy wszystkie bieguny sg jednokrotne:
x, (=A™ +..+ 4™ (4-33)
Odtworzenie opisu tylko na podstawie biegunéw nie jest pelnym modelem obicktu', ale wystarcza aby
okresli¢ kluczowe cechy modelu: stabilnos¢ 1 wystepowanie oscylacji.

Nawet tak ogolna informacja jak potozenie biegundéw przedstawione w Tab. 4-3, pozwala
przewidzie¢ charakter rozwigzania swobodnego x,. Taka analize jakosciowa (z doktadnosciag do
warunkow poczatkowych) mozna wykonac¢ bez potrzeby odtwarzania wzordw i rysowania doktadnych
wykresow.

Tab. 4-3. Polozenie biegundw a charakter odpowiedzi (przyktady) - tu?

Potozenie biegunow Potozenie biegunow
I m VN I m VN
Re Re
A% \Y U Lol A\ \Y U Ll
I m VN I m VN
0 0
R e R e
U : \Y Ll
0 0
I m N I m N
0 0
Re R ¢
\Y : U Ll
0 0
I m N I m N
0
R e
> - >
0 R e

Potozenie biegunéw a odpowiedz skokowa, odwotujac si¢ do rozwigzania r.r.) — napisaé petne rozwigzanie i wyplotowaé

Przedstawienie biegunéw uktadu na plaszczyznie zespolonej pomaga zauwazy¢ relacje jakosciowe
pomiedzy biegunami (blisko/daleko od osi/od siebie) oraz wskaza¢ najbardziej i najmniej znaczace
bieguny. Na podstawie potozenia biegunéw moze tez poréwnaé¢ wilasnosci réznych uktadow, albo
okres§li¢ zmiane reakcji (wlasnosci) obiektu po przesunigciu biegundéw (za pomocg zmiany
parametréw) lub po uproszczeniu (pominigciu biegundéw), na przyktad Tab. 4-4.

Tab. 4-4. Pordwnanie dwoch ukladéw na podstawie polozenia biegundw - zmieni¢ przyktady (tu?)

Zmiana potozenia biegunow Uproszczenie biegunow
I m N I m N
N R e R e
A 0 U Ll A \Y AV Ll
I m VN
X 0
R e
x o >
X 0
l m VN I m VN
X
0 R e R e
Y X > XU XU >
0 X

" wiecej w ... (Jak odtworzy¢ cate rozwiazanie na podstawie)

-41 - - REKOPIS ©PWTr (wer.Skrypt60.doc)



Dynamika ukladéw - podstawy analizy i symulaciji
Analiza jakos$ciowa pozwala przewidywac charakterystyczne cechy reakcji uktadu, co mozna
wykorzysta¢ do weryfikacji poprawnosci wykresow (odpowiedzi) uzyskanych innymi metodami, np.
na podstawie wzoru rozwigzania lub symulacyjnie. Mozna tez wyznaczy¢ S$cisty zwigzek migdzy
rozwigzaniem swobodnym a biegunami ukladu 1 wykorzystywa¢ do projektowania wlasnosci

dynamicznych na podstawie polozenia biegunow ukladu na plaszczyznie zespolonej, co bedzie
przedmiotem dalszych rozwazan (r. 7.2).

4.34.

Analityczne badanie liniowych rownan rézniczkowych pierwszego i drugiego rzgdu sprowadza si¢
do rozwigzywania rownania wielomianowego co najwyzej drugiego stopnia lub uktadu réwnan
pierwszego stopnia, tak jak to opisano w r. 4.2:

- obliczanie biegunéw uktadu na podstawie algebraicznego réwnania charakterystycznego,
- wyznaczanie wspotczynnikow A przez rozwigzanie jednego lub uktadu dwoch réwnan.
Na podstawie tych wzoro6w mozna przygotowa¢ uniwersalny skrypt do obliczania rozwigzan

dowolnego réwnania 1 i 2 rzedu, i rysowania wykresoOw (pelne rozwigzanie i jego sktadniki), na
przyktad Tab. 4-5.

Numeryczne wspomaganie badan analitycznych

Tab. 4-5. Przyktad skryptu generujacego odpowiedz na wymuszenie skokowe i jej sktadowe oraz potozenie biegunow
Matlab / Octave /Scilab sprawdz x(tp

t=[0:.1:10]; %wektor czasu
a2=...;al=..;a0=...; b0=...; %wspotczynniki réwnania Xyt-------------------
ul=...; uk=...; Y%wymuszenie

wO0=u0 * b0/a0; w1=0;

xw= uk * b0/a0;

for i=1:size(t,2), xwt(i)=xw; end;
plot(t, xwt, 'm--"); hold on;

%warunki poczgtkowe
%rozwigzanie wymuszone
%tylko do rysowania
Y%wykres sktadowej xw

if a2=0 %réwnanie 1.rzedu > ;

else Y%réwnanie 2.rzedu T Im Re
lambda1=....; lambda2 =....; Y%bieguny ukfadu obliczone ze wzoréw ~ -
%czy bieguny jednokrotne, rzeczywiste O ~ o
Al=..; A2=...; Y%wspotczynniki A

xs1 = A1*exp(lambdai.*t), xs2 = A2*exp(lambda2.*t);
X = Xw + xs1 + xs2);
plot(t, x,'m', t,xs1,'g--", t,xs2,'b--"); %wykres rozwigzania i sktadowych
figure, hold on; Y%wykres biegunéw
plot(real(lambda1), imag(lambda1), 'go");
plot(real(lambda2), imag(lambda2), 'bo");

end

Rys. 4-11. Odpowiedz na wymuszenie
skokowe i jej sktadowe, oraz potozenie
biegunéw (a,=..
Rysunek (petne +sktadniki???)

W podobny sposdb mozna zrealizowa¢ rozwigzywanie i rysowanie wykreséw dla rownan rzedu 3 1 4,
poniewaz istnieja analityczne wzory do wyznaczania pierwiastkow (p.....). Natomiast w ogdlnym
przypadku réwnania rézniczkowego n-tego rzedu postaci: tu czy gdzie$ uogélnienie?
a,x" () +..+a,x(t) +ayx(t) =byu(t)

dla ktorego znane sg wartosci wspoOtczynnikbw mozna zastosowaé rozne narzedzia (programy)
oferujace numeryczne metody rozwigzywania wielomianow i uktadéw réwnan. Algorytm jest prosty,
gdy réwnanie ma tylko jednokrotne bieguny rzeczywiste:
1° Wyznaczenie biegundéw ukladu na podstawie réwnania: a,A" +...+ a1A + a¢=0:

- wektor biegunow: lambda=roots([an, ..., a1,a0])

- nalezy zbada¢ czy wszystkie pierwiastki sg jednokrotne i rzeczywiste (ulatwieniem jest

uporzadkowanie wektora lambda od najmniejszej do najwiekszej wartosci rzeczywistej)

- wszystkie sktadniki rozwigzania sg postaci: A(i)*exp(lambda(i).*t), gdzie t — wektor czasu
2° Wyznaczenie rozwigzania wymuszonego: xw= uk * b0/a0
3° Wyznaczenie warto$ci wspotczynnikow 4 na podstawie warunkow poczatkowych wy, wy, ..., Wy

Wy 11 .. 1 T4 [k, ATt 1 .. 1T

U e A P

(4-34)

Wy =kt

S R A

-1 -1 -1 -1 -1 -1
Wi A;l AZ AZ An 0 An ﬂ';l /,1; AZ Wi
4° Obliczenie sumy sktadnikow rozwigzania i rysowanie wykresu:
x=uk*b0/a0; for i=1:n, x=x+ A(i)*exp(lambda(i).*t), end; plot(t,x)
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Algorytm komplikuje si¢ gdy wystepuja bieguny wielokrotne i zespolone, poniewaz trzeba zastosowac
odpowiednie wzory do sktadnikéw rozwiazania swobodnego'.

Na podstawie biegunéw uktadu (44, ...,4,) mozna odtworzy¢ rOwnanie charakterystyczne:
- analitycznie: (4 —4)... (4 —4,)=0,

- lub przy pomocy funkcji poly([lambda1, ..., lambdan]).

W kazdym przypadku mogg wystapi¢ zar6wno bieguny rzeczywiste, jak i zespolone.

4.4. Przyklady zastosowania analitycznych rozwigzan réwnania rézniczkowego
Zastosowanie na przyktadach - opisana teoria a modele obiektéw (koniecznie bo IT "w praktyce inzynierskiej"):

4.4.1. Analiza typowych przykladow z fizyki

Opis fizyczny a ogdlne réwnanie rézniczkowe

Typowe przyktady z fizyki, np. fadowanie/roztadowanie kondensatora, nagrzewanie zbiornika:

- przeksztatci¢ do postaci ogdlnej i zastosowac rozwigzania
Obwaod oscylacyjny

4.4.2. Fizyczna interpretacja rozwiazania

- stan robwnowagi, bieguny, rozwiazania dla przyktadowych obiektow
- bieguny a parametry fizyczne
- przebiegi eksponencjalne jako typowe wzory w fizyce

4.5. Konwersja modeli do réwnania n-tego rzedu

4.5.1. Przeksztalcenie modeli dynamiki do jednego rownania

Jesli model dynamiki uktadu stanowi jedno rownanie rozniczkowe n-tego rzedu, to na tej podstawie
mozna w prosty sposob okreslic:
- 1z3d modelu, ktéry odpowiada rzgdowi rownania rozniczkowego,
- rownanie statyczne, ktore powstaje po wyzerowaniu pochodnych 1 pozwala wyznaczy¢
charakterystyke statyczng i punkt rownowagi (stan ustalony przy stalym wymuszeniu),
- adla uktadéw liniowych — réwnanie charakterystyczne i jego pierwiastki (bieguny uktadu), ktore
decyduja o podstawowych wiasnosciach dynamiki (stabilnosci)

Jesli model dynamiki uktadu ma posta¢ uktadu rownan roézniczkowych, to czgsto w prosty sposob
mozna go przeksztatci¢ do jednego rownania n-tego rzedu. Na przyktad uktad rownan:

{xl(l) = a5 (1) + a5 () Q) (4-35)
X% (1) = ay 4 () + %, () +bud?) (@)
Z réwnania (1) mozna wyznaczy¢ zmienng x; i obliczy¢ jej pochodna:

O 5O-2x0 > HO-—5O-L50) (4-36)

a4 a4 2 4

po czym obie zaleznos$ci podstawi¢ do rownania (2):

Li0-250=ax (’)”ﬂu 50—, (t)jww) (4-37)
1 uporzadkowac:

)'él(t)—(a” +a22)7'cl(t)+(a1 1% _a21a12)xl(t) =a,bu(?t) (4-38)

Ta sama metoda zastosowana w odniesienu do drugiej zmiennej, czyli zmienna x; wyznaczona z
réwnania (2) 1 jej pochodna:

OB O-ZxO-Lu > %0 :%ix O-“2 5,00 > (4-39)
podstawione do rownania (1):
L5020~ i) =a {lxz(a—"”xz(t)—bu(z) J+a. 50 (4-40)
@) @, @, @) @) @)
po uporzadkowaniu prowadzi do réwnania:
%0 _(al 1 +a22)7'61 ® +(a1 1% _a21a12)xl (O =a,bit)—a, bult) (4-41)

Modele (4-38) i (4-41) maja takie samo réwnanie charakterystyczne, a wigc te same bieguny i te
same sktadniki rozwigzania swobodnego (rozne beda wspotczynniki 4;). Badania dotyczace stabilnos$ci
uktadu, czasu ustalania odpowiedzi i oscylacji mozna przeprowadzi¢ na obu réwnaniach. Problemem

! funkcja plot nie przyjmuje (nie uwzglednia) zmiennych zespolonych
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Jest obliczenie sktadowej wymuszonej dla zmiennej x,(f) w badaniach z wymuszeniem skokowym i
impulsowym ze wzgledu na wystgpowanie pochodnej wymuszenia - patrz komentarz do roéwnania
(4-24). Latwiej jest najpierw wyznaczy¢ rozwigzanie xi(f), a nastgpnie wyznaczy¢ x»(¢) na podstawie
rownosci (4-36). Jednak najprostszym rozwigzaniem problemu jest analizowanie pierwotnego uktadu

réwnan rézniczkowych, w ktorym nie wystepuja pochodne wymuszen, co zostanie omowione w r.9.
Ograniczenia tej metody przeksztalcenia....

(rozwigzanie za pomoca Laplace'a)
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5. Symulacyjne rozwigzywanie réwnan rézniczkowych

5.1. Wprowadzenie — rozwigzanie analityczne i symulacyjne

Badanie dynamiki obiektéw opisanych prostymi, liniowymi réwnaniami rézniczkowymi mozna
przeprowadzi¢ rozwigzujac analitycznie rownanie rozniczkowe, na przyktad metoda klasyczna
(r. 1.4.2). Jednak nie zawsze potrzebny jest dokladny wzor rozwigzania, a przede wszystkim nie
zawsze jest mozliwie uzyskanie tego wzoru, czyli analityczne rozwigzanie rdwnania rézniczkowego,
zwlaszcza gdy jest ono nieliniowe. Rownania rézniczkowe liniowe/nieliniowe mozna rozwigzywac
réwniez symulacyjnie za pomoca algorytméw catkowania numerycznego', ktére pozwalaja wyznaczyé
reakcj¢ obiektu na zadane wymuszenie w wybranych warunkach poczatkowych.

Zdefiniowanie rownania rozniczkowego w programach symulacyjnych i wykonanie badan moze
by¢ realizowane na rézne sposoby. Jedng z prostszych i1 uniwersalnych metod jest konstrukcja
schematu symulacyjnego réwnania rozniczkowego, opartego na blokach catkujacych?. Metoda jest
dostgpna w programach, ktore zawierajg edytor graficzny - Matlab (Simulink) i Scilab (Xcos) [5].
Zasady konstrukcji schematéw symulacyjnych sa takie same dla rownan liniowych i nieliniowych
(r. 5.2.1). Dla uktadow liniowych istniejg alternatywne sposoby symulacji (. ...).

Metode symulacyjnego badania modeli uktadow wybiera si¢ woéwczas, gdy badania analityczne sg
zbyt zlozone, a to oznacza, ze trudno potwierdzi¢ wiarygodno$¢ (poprawnosc) uzyskanych wynikow
(trudno je przewidzie¢). Stad bardzo waznym etapem badan symulacyjnych jest weryfikacja
poprawnosci przygotowanego schematu przed rozpoczgciem badan (r. 5.2.2).

Zaktadamy, ze przygotowany schemat jest sparametryzowany, a program badan jest realizowany za
pomoca skryptow, tak aby podczas badan nie byto potrzeby edytowania schematu, co pozwoli uniknaé
przypadkowych biedow.

5.2. Definiowanie modeli poprzez konstrukcje schematu symulacyjnego (LAB04)

5.2.1. Zasady konstrukcji

Graficzny sposob definiowania badanych modeli dostgpny w programie Matlab+Simulink 1
Scilab+Xcos, opiera si¢ na kilku podstawowych blokach (Tab. 5-1).

Tab. 5-1. Podstawowe bloki do definiowania schematéw modeli liniowych - porownanie blokow w zalgczniku???

Operacja Matlab/Simulink Scilab/Xcos Octave
Calkowanie Integrator INTEGRAL_f -
Wzmocnienie Gain GAINBLK f

Sumator Sum BIGSOM_f

sygnal wejsciowy Step STEP_FUNCTION

sygnat czasu Clock CLOCK ¢

Roéwnanie (uktad réwnan) nalezy przeksztalci¢ w ten sposéb, aby po lewej stronie zostala najwyzsza
pochodna zmiennej wyj$ciowej, np.:
@, 5(1) + @ i(0) + agx(0) = bu(t) > ¥()= (- a,(0) - a, (1) + bu(r)) (5-1)
a,
Rysowanie schematu powyzszego rdéwnania rozpoczyna si¢ od *lancucha blokoéw catkujacych
(Integrator) — na wyj$ciu ostatniego bloku bedzie dostgpne x, czyli szukane rozwigzanie, a na wejsciu
pierwszego bedzie podany sygnat najwyzszej pochodnej badanego rownania (i ):

Qo S

- B
B B

Integrator Integrator

Rys. 5-1. Pierwszy etap konstrukcji schematu rownania 2.rz¢du — tancuch blokow catkujacych
Na wejscie tancucha nalezy skierowaé sygnat najwyzszej pochodnej, skonstruowany za pomocg
blokéw, na podstawie rownania (5-1). Charakterystyczne petle powstajace pomiedzy wejsciami i
wyj$ciami nie stanowig problemu dla iteracyjnych algorytmow catkowania numerycznego, poniewaz
petle te zawierajg bloki catkujace z warunkami poczatkowymi (Rys. 5-2).

" metody catkowania numerycznego, np. w [12/r.3], [9/r.17.1]
? historia schematow sigga rozwiazywania rownan rozniczkowych na maszynach analogowych.
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; Skrypt:
obserwacja
— ] D‘M a0=2;
Step Gain2 al=1.
rejestracja a2=>5;
t0 rozwigzania a3=2;
u0 (typ: array) b=2;
uO+du To Worspace L0e2:
Gain3 - - i -
_ al }q—{ }. t rejestracja x0=b*u0/a0;
- czasu x10=0;
Gaing “IB To Workspace (typ: array)
du=1;

Rys. 5-2. Schemat rownania 2.rz¢du i skrypt (m-plik) 10=1-

Na schemacie mozna wpisywac¢ bezposrednio warto$ci wszystkich potrzebnych parametrow lub
uzywa¢ zmiennych Matlaba (Scilaba), ktore zostang zainicjowane przed uruchomieniem symulacji —
najlepiej w skrypcie'. Dzigki zastosowaniu zmiennych uzyskuje si¢ uniwersalny schemat, ktory mozna
uruchamia¢ dla r6znych zestawdw parametrow.

Na schemacie Rys. 5-2 uzyto zmiennych a0, a1, a2, b, ktore petnig rolg¢ parametrow réwnania (ay,
ai, a», b), a takze zmiennych x0 i x10 zawierajacych warunki poczatkowe (x(0), x(0)), oraz u0 i du —
do sparametryzowania funkcji wejsciowej (Rys. 5-3).

Uap Kazdy sygnat wejSciowy wu(f) bedzie definiowany jako
u0+du [~ V wymuszenie skokowe sparametryzowane za pomoca zmiennych
uo 22 ¢ typu stan poczatkowy u0 i1 zmiana warto$ci du. Jesli du=0, to na

: 0 > wyjsciu bloku Step bedzie stata wartosc.

Rys. 5-3. Parametry wymuszenia
skokowego (bloku Step)

Warunki poczatkowe dla roéwnania rézniczkowego mozna ustali¢ za pomocg parametrow ,,Initial
condition” w blokach catkujacych (domyslnie parametry te majg warto$¢ zero). Na schemacie (Rys.
5-2) warunki poczatkowe sg przekazywane za posrednictwem zmiennych x10 i x0, odpowiadajacych
warto$ciom x(0) 1 x(0). Jesli warunki poczatkowe sg okre§lone w inny sposob, na przyktad przez
wartosci ¥(0) 1 x(0), to nalezy je przeliczy¢ (r. 1.4.2), czyli podstawi¢ je oraz u(0) do réwnania (5-1),
obliczy¢ x(0) 1 wpisa¢ do blokéw catkujacych wartosci x10=0 i x0=u0/c (obliczone w skrypcie).

Przeprowadzenie symulacji nastgpuje poprzez wykonanie skryptu (za pomoca komendy Run w
menu edytora tekstowego lub przez wywotanie nazwy skryptu w oknie komend Matlaba/Scilaba) oraz
uruchomienie wtasciwej symulacji za pomoca komend w menu w oknie edytora graficznego -
okreslenie parametrow algorytmu obliczeniowego (np. czas symulacji) i uruchomienie symulacji. ? 2 2

Najprostszy sposOb prezentacji wynikow symulacji to zastosowanie na schemacie bloku typu
oscyloskop (Scope), przeznaczonego przede wszystkim do obserwowania wykresow na biezaco
podczas symulacji. Wykresy mozna rowniez narysowa¢ po zakonczeniu symulacji za pomocg funkcji
plot, na podstawie wartosci zarejestrowanych za pomocg bloku To workspace (lub Scope) - Tab. 5-2.
Tab. 5-2. Podstawowe bloki do rejestracji wynikow symulacji

Operacja Matlab/Simulink Scilab/Xcos Octave
Blok typu oscyloskop Scope Cscope -
Blok zbierania danych To workspace TOWS ¢ -

Aby wykona¢ wykres za pomoca funkcji plot, konieczny jest wektor warto$ci zmiennej oraz wektor
czasu, zawierajagcy momenty czasu (wartosci zmiennej f), w ktérych zostaly wyznaczone warto$ci
rozwigzania. Warto$ci wektora czasu zmieniaja si¢ nieréwnomiernie, jesli stosowane sg zmienno-
krokowe algorytmy catkowania® (stosowane sa domyélnie w celu optymalizacji obliczen). Warto$ci
zmiennych i1 czasu moga by¢ rejestrowane w postaci oddzielnych wektorow lub w postaci struktury
zawierajace] wektor wartosci 1 wektor czasu (w Matlabie typ zmiennej okresla si¢ w bloku
rejestrujgcym To workspace, w Scilabie zawsze jest struktura time+values).

! Zaleca sie zeby nazwy skryptow i schematow byly rézne (niezaleznie od réznicy rozszerzen w nazwach plikow),
poniewaz programy symulacyjne interpretuja napotkane nazwy w okreslonej kolejnosci (komenda/funkcja, zmienna,
schemat, skrypt) i realizujg pierwsza wyszukana mozliwo$¢

? Patrz: stalo- i zmienno-krokowe algorytmy catkowania numerycznego (1it???)
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5.2.2. Weryfikacja poprawnosci schematu

Doswiadczenie pokazuje, ze nawet podczas rysowania prostych schematéw zdarzaja bledy —
pomytka w polagczeniu, zty znak funkcji, parametr, itp. Stad konieczno$¢ weryfikacji poprawnosci
przygotowanego schematu. Podstawg proponowanej metody weryfikacji jest sprawdzanie zachowania
modelu w stanie rownowagi - jesli symulacja zostanie uruchomiona doktadnie w punkcie rownowagi,
to niezaleznie od stabilno$ci modelu, stan réwnowagi bedzie zachowany dopdki wartosci wejsciowe
nie zmienig si¢. Dopisa¢?

Metoda ta nie zapewnia ujawnienia wszystkich mozliwych bledoéw, ale sprawdza si¢ w wigkszosci
przypadkow.

5.2.3. Punkt pracy i podstawowe charakterystyki czasowe

Poprawne wykonanie podstawowego badania dynamiki, czyli badania reakcji na skokowa zmiane
sygnatu wejsciowego wymaga, aby ten skok byl jedyng przyczyng zmian obserwowanych w uktadzie,
to znaczy, ze skok musi by¢ podany na uktad w czasie, gdy znajduje si¢ on w stanie rOwnowagi. W
badaniach symulacyjnych mozna to zrealizowa¢ na dwa sposoby:

— uruchomi¢ symulacje od dowolnych warunkéw poczatkowych, poczeka¢ az uktad dojdzie do stanu
rownowagi 1 wowczas podac skok (Rys. 5-4) - wykres do momentu podania skoku nie liczy sie,

— z réwnania statycznego wyznaczy¢ stan réwnowagi xo dla poczatkowej wartosci sygnatlu
wejsciowego 1o 1 uruchomi¢ symulacje przyjmujac jako warunki poczatkowe punkt rownowagi —
skok mozna poda¢ od razu na poczatku symulacji lub przesuna¢ w czasie (Rys. 5-5).

A Uy
u us Uy uI U

> ¢ : >
Uuo 1
X :

x0=x(t4p) -

Rys. 5-4. Symulacja od stanu domyslnego Rys. 5-5. Symulacja od stanu ustalonego

(przypadkowego)
Pierwszy sposob wymaga dhluzszego czasu symulacji 1 mozna go realizowa¢ tylko w przypadku
uktadoéw stabilnych. Drugi sposéb wymaga przeprowadzenia dodatkowych obliczen (wyznaczenia
stanu réwnowagi), ale jest bardziej ogolny (uktady stabilne/niestabilne). Warto wigc przygotowac
schemat i skrypt badanego ukladu w ten sposdb, aby uruchamia¢ symulacje od dowolnego stanu
rOwnowagi:

— w skrypcie zainicjowa¢ warto$¢ u0 1 wyliczy¢ warto$¢ x0 dla
danego u0 na podstawie rOwnania statycznego,

— uzy¢ na schemacie zmiennych u0 (warto$¢ poczatkowa w w7
bloku skoku) 1 x0 (warunek poczatkowy w koncowym bloku @_du
catkujgcym). Uo '

Podczas wilasciwych badanh mozna zmienia¢ punkt pracy fo

(zalezny od u0) i zakldcenie (du) ograniczajac si¢ jedynie do

zmian w skrypcie'. Jesli dodatkowo skok wartosci wejsciowej Xk /

bedzie przesunigty w czasie (skok w chwili #>0), to mozna Xo—

zapewni¢ ciagla kontrole poprawnosci badania reakcji na : >

wymuszenie skokowe — na odcinku 07 wykres powinien fo

przedstawia¢ zawsze stan rOwnowagi (Rys. 5-6), co potwierdza,  Rys. 5-6. Symulacyjne badanie reakcji

ze jedyna przyczyna reakcji uktadu jest zmiana sygnatu Ukladuna skokowa zmiang wymuszenia
wejsciowego.

V ~

W badaniach dynamiki uktadow wyznacza si¢ rowniez odpowiedZ na zakldcenie impulsowe 1 jesli
jest to impuls Diraca d(t), to mowimy o odpowiedzi impulsowej uktadu. Funkcja 8(t) to impuls o
jednostkowej powierzchni, ale nieskonczenie krotki i nieskonczenie wysoki, wigc praktycznie
niewykonalny (i fizycznie, i symulacyjnie). Wobec tego stosuje si¢ przyblizenia, na przykiad impuls
prostokatny o powierzchni réownej 1, zrealizowany za pomoca dwoch sygnatow skokowych
przesunigtych w czasie.

' Uporzadkowany skrypt pomaga kontrolowa¢ poprawno$¢ wartosci parametrow w kolejnych symulacjach, np. latwiej
zauwazy¢ blad w krotkim skrycie niz przez przegladanie parametréw w blokach na schemacie.
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Dodac rysunek (suma skokow), Nie za dtugi, bo odpowiedzi jak reakcje na podwojny skok, Nie za krétki bo problemy
obliczeniowe.

Poprawnie wykonane symulacje generuja identyczne wykresy jak te narysowane na podstawie
rozwigzan analitycznych (na przyktad dla uktadow 1.1 2. rzedu - r. 4.2.2), z tym, Ze na podstawie
symulacji mozna narysowa¢ jedynie pelne rozwigzanie (nie mozna wyodrgbni¢ poszczegdlnych
sktadnikow rozwigzania).

5.2.4. Automatyzacja badan — uruchamianie symulacji w trybie wsadowym

Realizacja programu badan za pomoca skryptow zapewnia dokumentacj¢ badan (przyjetych
zatlozen, wartosci parametrow). W polaczeniu z elementami programowania (petle, instrukcje
warunkowe) pozwala zautomatyzowaé powtarzajace si¢ operacje, na przyktad uruchamianie symulacji
dla réznych zestawdéw parametréw 1 zbiorczg prezentacje wynikow. Dotyczy to réwniez modeli
zapisanych na schematach, poniewaz zarowno Matlab jak i Scilab oferuja mozliwo$¢ uruchamiania
symulacji w trybie wsadowym (Tab. 5-3).

Tab. 5-3. Funkcje do uruchamiania symulacji w trybie wsadowym

Matlab/Simulink Scilab/Xcos
Uruchomienie symulacji | Sjm xCos simulate
Funkcje skojarzone simget loadXcosLibs

simset importXcosDiagram

Programy symulacyjne wykazuja duze ro6znice w sposobie realizacji tego zadania ze wzgledu na
zestaw funkcji 1 ich dzialanie. Fragmenty skryptow w Tab. 5-4 zawieraja przyklad petli, ktora
uruchamia symulacje dla schematu réwnania rézniczkowego zapisanego w pliku ,,model”. Zaklada si¢,
ze zmienna a jest parametrem modelu, natomiast x1 1 x2 s3 zmiennymi w blokach zbierania danych
umieszczonych na schemacie. Efektem dziatania sa wykresy przebiegoéw czasowych zmiennej x1 i x2
na oddzielnych rysunkach i w roznych kolorach. Dodac rysunek?

Tab. 5-4. Przyktad skryptu z uruchamianiem symulacji

Matlab Scilab

loadXcosLibs();

importXcosDiagram('model.xcos'); //tworzy scs_m
f1=figure; hold on; grid on; n1=figure(); set(gca(), 'auto_clear', 'off'); set(gca(), 'grid’, [1,1]);
f2=figure; hold on; grid on; n2=figure(); set(gca(), 'auto_clear', 'off'); set(gca(), 'grid', [1,1]);

kolor="rgb"; kolor=["r'", 'g', 'b";
tab_a=[0, 1, 5]; tab_a=[0, 1, 5];
fori=1:3 fori=1:3
a=tab_a(i); a=tab_a(i);
[t]=sim('model"); scicos_simulate(scs_m);

figure(f1); plot(t, x1,kolor(i)); | figure(n1); plot(x1.time, x1.values, kolor(i));
figure(f2); plot(t, x2,kolor(i)); | figure(n2); plot(x2.time, x2.values, kolor(i));
end end

W skrypcie Matlaba wykorzystano fakt, ze funkcja uruchamiajaca symulacje (sim) ma mozliwos¢
zwracania wartos$ci, miedzy innymi wektora czasu, ktéry zostal podstawiony pod zmienng t i
wykorzystany w funkcji plot. W tej sytuacji zmienne x1 i x2 rejestrowane przez bloki zbierania danych
(To workspace) moga zamiast struktury mie¢ posta¢ prostego wektora (opcja Matrix). Scilab nie
udostepnia takich opcji — dane w bloku zbierania danych (TOWS_c) zawsze maja postac¢ struktury.

Matlab 1 Scilab r6znig si¢ dos¢ znacznie w sposobie zmiany parametréw obliczeniowych, takich jak
czas symulacji, wybor 1 parametry algorytmu catkowania. Sg one przechowywane w pliku ze
schematem 1 mogg by¢ zadawane podczas edycji schematu. W trybie wsadowym mozna jednak
uruchomi¢ symulacj¢ z innymi parametrami niz te zapamigtane ze schematem. Czg¢sto dotyczy to
czasu symulacji — w Matlabie podaje si¢ go jako parametr funkcji sim, a w Scilabie zmienia si¢
element w strukturze scs_m, tworzacej si¢ automatycznie po wczytaniu schematu za pomoca funkcji
importXcosDiagram.

5.2.5. Calkowanie i rézniczkowanie
Podstawowe informacje o catkowaniu numerycznym. Bledy catkowania i r6zniczkowania

O unikaniu rézniczkowania (do zrobienia impulsu, gdy wystepuje pochodna wymuszenia, do rézniczkowania odpowiedzi
skokowej).
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5.3. Przyklady zastosowanie symulacji
Te same przyktady, ktére rozwigzano analitycznie - rysowanie bez stosowania sprowadzania do ogdlnych postaci
(mozliwos¢ popetnienia btedu)
Przyktady badan:
- porownanie reakcji obiektu na takie samo zaktocenie w réznych punktach pracy
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IV. Analiza i projektowanie ukiadow liniowych

6. Wilasnosci obiektow liniowych (liniowe n-tego rzedu)

Podsumoawnie poje¢, Uogblnienie 6 1 7 dla rzedu>2. Zastosowanie do fizycznych obiektow

6.1. Podstawowe badania — charakterystyka statyczna i odpowiedzi czasowe

Roéwnania rézniczkowe stosowane do opisu dynamiki uktadéw fizycznych (obiektow/procesow
technologicznych) wynikajg z podstawowych praw fizyki (r. 1.3). Jest to ogolna forma modelu obiektu
(uktadu), ktora zawiera pelny opis wlasnosci statycznych i dynamicznych. Moga to by¢ rownania
zarowno liniowe, jak i1 nieliniowe, przy czym zazwyczaj nieliniowo$¢ dotyczy czgséci statyczne;j.
Badania wtasnosci (charakterystyk) statycznych sg wykonywane dla modeli liniowych 1 nieliniowych
(r. 3), podobnie jak symulacyjnie badania dynamiki (r. 5, 10). Natomiast mozliwo$¢ zastosowania
analitycznych badan dynamiki jest ograniczona praktycznie do wynika rownan liniowych (r. 1.4). W
przypadku roéwnan nieliniowych stosuje si¢ rézne metody upraszczania opisu (np. dodatkowe
zalozenia, linearyzacja), tak aby otrzyma¢ uproszczone (zlinearyzowane) roéwnania liniowe, co
pozwala wykorzystywaé rézne metody analityczne, takie jak potozenie biegunéw i odpowiedzi
czasowe na wybrane wymuszenia (Rys. 6-1).

—> T Jesli rownanie rozniczkowe jest liniowe
del o bi s obliczenia odpowiedz x(#)| (lub zlinearyzowane), to mozna obliczy¢
mode v preguny _ 7 rozwigzanie analityczne, czyli funkcje x(¢),
v Jparametry x(t)r rysowanie cho¢ zazwyczaj nie jest to komeczne,’ a
T > poza tym funkcja x(f) nawet dla uktadéw
potozenie 4 N4 . . L

liniowych jest dos$¢ ztozona, zwtaszcza gdy
_| wykres x(¢) uktad ten jest wyzszego rzedu 1 ma
symulacja - zespolone lub wielokrotne bieguny (zat?).

Rys. 6-1. Podstawowa analiza dynamiki ukadow liniowych Zazwyczaj celem badan realizowanych na

potrzeby automatyki nie jest wyprowadzenie wzoru na odpowiedz uktadu, tylko wyznaczenie
parametréw tej odpowiedzi, ktore pozwalajg poréwnywac wlasno$ci réznych uktadow lub projektowaé
uktady o zadanych parametrach. Parametry te mozna wyznaczy¢ z wykresow x(¢), ale mozna tez
obliczy¢ na podstawie polozenia biegunow.

6.2. Parametry dynamiki

6.2.1. Stan i punkt rownowagi oraz wzmocnienie ukladu

Stan réwnowagi w przypadku uktadu liniowego oznacza stan po zaniku sktadowej swobodnej
(przej$ciowej), gdy w rozwigzaniu zostaje tylko skladowa wymuszona (ustalona). Na podstawie
rozwigzan rownan rézniczkowych mozna stwierdzi¢, ze jesli na wejscie uktadu liniowego podawane
jest state wymuszenie, to w stanie rOwnowagi na wyjsciu tez jest stala warto$¢ - punkt rownowagi
(r.4.2,9.2), a jesli na wejscie uktadu liniowego podawany jest sygnat sinusoidalny, to w stanie
rownowagi na wyjsciu tez jest sygnat sinusoidalny (r. 13). Zastosowanie punktu rownowagi w
badaniach dynamiki wystepuje podczas wyznaczenia 1 analizy charakterystyk statycznych (r. 3.1) oraz
podczas wyznaczenia i analizy reakcji obiektu na wymuszenia skokowe i impulsowe (1. 4.2, 5.2).

Charakterystyki statyczne pozwalaja czgsto stwierdzi¢ liniowo$¢ lub nieliniowo$¢ modelu,
poniewaz nieliniowo$¢ w modelach proceséw technologicznych dotyczy zazwyczaj czg$ci statyczne;.
Na podstawie tych charakterystyk wyznacza si¢ wzmocnienia uktadu (k) pomigdzy poszczegdlnymi
wyj$ciami 1 wejsciami. Wzmocnienie uktadu odpowiada nachyleniu danej charakterystyki statycznej
(Rys. 6-2) 1 jest wyznaczane na podstawie przyrostow:

k,, =dx/du (6-1)
W uktadach liniowych wzmocnienie jest stale w
catym zakresie pracy. W uktadach nieliniowych
wzmocnienie ukladu zalezy od punktu pracy
(punktu réwnowagi)'.

du du

Rys. 6-2. Wzmocnienie uktadu liniowego i nieliniowego

! dotyczy to punktow pracy ustalonych przez zmiane wartoéci zmiennych wejsciowych wystepujacych w nieliniowych
funkcjach, np. w réwnaniu x = au; + b(u,)* zmienna u; wptywa na punkt pracy liniowo, a zmienna u, - nieliniowo
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Ustalenie punktu réwnowagi jest konieczne podczas wyznaczania reakcji uktadu na wymuszenia
skokowe 1 impulsowe - badania te wymagaja aby zmiang uktad znajdowal si¢ w stanie rownowagi
przed skokowa/impulsowa. Nieliniowos¢ modelu, w tym nieliniowo$¢ charakterystyk statycznych,
powoduje, ze reakcja uktadu na takg samg zmian¢ du zalezy od punktu pracy.

6.2.2. Stabilnosé

Podstawa wlasnos$cia dynamiki jest stabilno$§¢ uktadow (obiektow). Praktyczne znaczenie tej
wiasnosci powoduje, ze formutowane sa rézne definicje stabilnosci. Jedna z podstawowych definicji
(r. 1.2) opiera si¢ na zachowaniu uktadu przy stalym wymuszeniu (Rys. 6-3):

— uklad stabilny przy statym wymuszeniu (u;) dazy do

n
punktu réwnowagi (xy), Xi
— uklad niestabilny trwa w punkcie réwnowagi tylko g Y

wowczas, gdy jest to jego stan poczatkowy — najmniejsze Rys. 6-3. Uktad stabilny (s) i niestabilny (n)
zaktdcenie powoduje trwate oddalenie od tego punktu.

Jesli  stabilno$¢/niestabilno$¢ nie zalezy od warunkow poczatkowych, to mowimy o
stabilno$ci/niestabilnosci globalnej, a jesli wystgpuje tylko dla warunkow poczatkowych z pewnego
obszaru wokoét punktu rownowagi to jest to stabilnos¢/niestabilnos¢ lokalna.

Stabilnosci nie mozna stwierdzi¢ na podstawie modelu statycznego - konieczny jest model
dynamiki (rownanie rozniczkowe). To, ze uktad ma punkt rownowagi, nie oznacza, ze bedzie do niego
dazyl. Badanie dynamiki uktadoéw liniowych i nieliniowych przeprowadza si¢ na podstawie:

— ewolucji stanu uktadu od ré6znych warunkéw poczatkowych przy statym wymuszeniu (w tym tez
przy braku wymuszenia),

— reakcji na wymuszenia skokowe i1 impulsowe podawane w stanie w stanie rOwnowagi.

Stabilno$¢ ukladu oznacza, ze koncowym stanem w tych badaniach jest stan rownowagi.

Stabilno$¢ uktadow liniowych jest prosta do zbadania, poniewaz nie zalezy ani od warunkow
poczatkowych, ani od wymuszenia (a wigc takze od punktu pracy i wielkosci skoku). Jesli uktad
liniowy jest stabilny, to jest stabilny globalnie, a jesli jest niestabilny, to jest niestabilny globalnie. W
badaniu stabilnosci uktadéw liniowych wykorzystuje si¢ charakterystyczne cechy rozwigzania x(7)
roOwnania rézniczkowego (1. 1.4.2, 4.2.1, 9.2.2), ktore zawiera zawsze dwie sktadowe:

— skladowa swobodng x,(¢), ktora nie zalezy od wymuszenia (sygnatu wejSciowego) a jedynie od
wlasnosci (parametrow) samego uktadu — sktadowa x(7) decyduje o stabilnosci uktadu,

— skladowa wymuszong x,(¢), ktora zalezy zarowno od wymuszenia, jak i od wlasnosci uktadu —
sktadowa x,,(¢) opisuje zachowanie uktadu w stanie rownowagi.

Z wlasno$ci rozwigzania wynikaja rozne kryteria (warunki) stabilnosci uktadu liniowego (Rys. 6-4).

Im(4)

Re() —>

Rys. 6-4. Przyktadowe wykresy uktadu stabilnego
Uktad liniowy jest stabilny (osiaga stan rownowagi), jesli:
1° wszystkie bieguny uktadu (pierwiastki rownania charakterystycznego) leza w lewej potplaszczyznie

zespolonej (maja ujemng czgs¢ rzeczywista),

2° kazdy ze sktadnikow rozwigzania swobodnego x,(¢) zanika z czasem,
3° rozwigzanie swobodne x,(f) zanika z czasem do zera - zostaje tylko rozwigzanie wymuszone
4° przy braku wymuszenia samoistnie wraca do stanu réwnowagi,
5° odpowiedz impulsowa zanika z czasem do zera.
Sa to kryteria okre§lajace klasyczna stabilno$¢ w sensie Lapunowa'. Kryteriow tych nie spelniaja
bieguny, ktore leza na osi Im, poniewaz powoduja, ze sktadowa swobodna nie zanika do zera (chociaz
tez nie ucicka nie +o0). W monografii pojecie stabilno$¢ oznacza domyslnie stabilno$¢ w sensie
Lapunowa, natomiast uktad, ktory posiada bieguny lewej polplaszczyznie (Re(4)<0) oraz
biegun/bieguny na osi Im (Re(4)=0) jest nazywany ukladem na granicy stabilnosci. W praktyce

' Formalne definicje w zal.A.4.1
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inzynierskiej stosowane jest takze pojecie stabilnosci w sensie BIBO' - uktad jest stabilny, jesli na
ograniczone wymuszenie u(f) (np. state, skokowe, impulsowe, sinusoidalne) reaguje ograniczonym
sygnatem wyjsciowym x(¢). Jest to ,,stabsza” wersja stabilno$ci, poniewaz obejmuje takze przypadki
graniczne (bieguny na osi Im). Rysunek?

Z whasnosci uktadu liniowego wynika, ze symulacyjne badanie stabilno$ci takiego uktadu mozna
ograniczy¢ do zbadania reakcji na wymuszenie skokowe (impulsowe) w dowolnym punkcie pracy.

Stabilno$¢ uktadow nieliniowych jest trudna do badania i analitycznie, i symulacyjnie, poniewaz
moze zaleze¢ zaré6wno od warunkoéw poczatkowych, jak 1 od wymuszenia - uktady nieliniowe moga
by¢ stabilne (niestabilne) globalnie lub lokalnie. Analityczne badanie stabilno$ci uktadow
nieliniowych mozna sprowadzi¢ do badania stabilnosci uktadow zlinearyzowanych (r. ...).

6.2.3. Czas ustalania (stabilizacji) i oscylacyjnos¢

Jesli uktad jest stabilny (osigga stan rownowagi), to kolejnymi parametrami opisujacymi dynamike
uktadu jest czas ustalania odpowiedzi oraz wielko$¢ oscylacji. Parametry te sg czesto stosowane w
automatyce 1 pelnig role wskaznikow jakosci. Sa one definiowane na podstawie przebiegow
przejsciowych, na przyktad odpowiedzi uktadu na skokowg zmiang wymuszenia (Rys. 6-5).

——

tll

Rys. 6-5. Parametry przebiegow aperiodycznych i oscylacyjnych

Odpowiedz stabilnego uktadu ustala si¢, gdy sktadowa swobodna x; zanika do zera, a wigc dla
t—o0. W praktyce przyjmuje si¢ pewng granice wartosci ponizej ktorej x, nie ma wlasciwie znaczenia.
Na wykresie odpowiedzi skokowej odpowiada to zatozeniu pewnego przedzialu wartosci wokot stanu
ustalonego x,,, na przyktad £2% zmiany warto$ci wyjSciowej (xz-xo). Czas ustalania odpowiedzi (#,)
wyznaczany na podstawie odpowiedzi na wymuszenie skokowe, to czas od momentu podania
wymuszenia skokowego do czasu, gdy odpowiedz pierwszy raz wejdzie w zatozony obszar wokoét
wartosci x; 1 juz go nie przekroczy.

Jesli w odpowiedzi stabilnego uktadu niec wystepuja oscylacje (przeregulowania, drgania), to
méwimy o przebiegu aperiodycznym (stabilnosci asympotycznej). Wielkos¢ oscylacji (przeregu-
lowania) w reakcjach uktadu mierzona jako bezwzgledna wiclkos¢ amplitudy (4;, 4) jest zazwyczaj
przeliczana na warto$ci wzgledne:

-10 -10
q, =100,y _A1000

X —Xo Xk

(6-2)

W badaniach dynamiki zalecane jest odniesienie amplitudy do zmiany warto$ci wyjsciowej (xx-xo), CO
pozwala poréwnywaé uklady o roznych zakresach pracy”. Poza wielkoscia oscylacji okresla sie tez
szybko$¢ thumienia oscylacji, obliczany jako stosunek kolejnych amplitud (oscylacyjnosé) u=A4;+1/ 4.

Czas ustalania 1 wielkos$¢ oscylacji sa definiowane na podstawie odpowiedzi x(¢) uktadu, ale mozna
je tez wyznaczy¢ bez wykresu czy wzoru funkcji x(¢) - jedynie na podstawie biegundéw uktadu, ktore
decyduja o sktadnikach rozwigzania swobodnego (1.4.3). Kazdy z ujemnych biegunow A; wprowadza
do rozwiazania x, funkcje x,; typu Ae”, gdzie a=Re(A;). Zatézmy, ze wartosé tej funkcji w chwili =,
zmniejszyta si¢ do poziomu p wartosci poczatkowe;:

1
x,t)=p-x,0) —> A& =pd — 1, =L (63)
a
W praktyce stosuje si¢ przyblizone warto$ci In p, na przyktad:
— dlap=2% — Inp=-3.912... ~4,
— dlap=1% — Inp=-4.6052...~4.6.

"ang. Bounded Input Bounded Output
% np. amplituda 4,=0.1°C przy zmianie o dx=1° jest taka sama wielkos$cig przy zakresie pracy 0+40°C i -20+20°C
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Dla kazdego bieguna 4; uktadu mozna oszacowac:
- odlegtos¢ bieguna od osi urojonej, czyli |[Re(4;)| decyduje o czasie zaniku sktadowej swobodnej ¢,

Re@) =4/, (6-4)
- oscylacyjno$¢ 4 wyznacza szybko$¢ ttumienia kolejnych oscylacji (zanikania drgan):
: Im
@ = ”/'u, gdzie p= 7@) rysunek? (6-5)
4 Reg,)

Wiasno$ci catego stabilnego uktadu (wszystkie bieguny w lewej potplaszczyznie) okresla si¢ na
podstawie najbardziej istotnych biegunow (Rys. 6-6) w nastepujacy sposob:
— stopien stabilnosci ukladu = min|Re(4x)| - ujemny biegun

e . . B . . @) Q Im(4)
najblizszy osi Im decyduje o stabilno$ci i o czasie ustalania
odpowiedzi ¢,, O R
. . . ~ e(A)
— stopien oscylacyjnosci uktadu = max|Im(4;) / Re(4x)| - o ) o
wielkosci 1 szybkos$ci oscylacji nie decyduje najwicksza
bezwzgledna warto$¢ czeséci urojonej, ale biegun, ktory ma O @)
najwigkszy stosunek czesci urojonej do rzeczywistej. Rys. 6-6. Najbardziej istotne bieguny uktadu

Uklad jest stabilny asymptotycznie, jesli wszystkie jego bieguny leza w lewej potptaszczyznie i nie ma
wsrdd nich biegundéw zespolonych erazwielekrotnyeh. Patrz Rosotowki - wyjasni¢? (dla A=0 nie ma oscylacji)
Przyktad: Pokazaé, ze czas T, i oscylacyjnos¢ nie zaleza od wielkosci skoku
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7. Analiza i projektowanie modeli pierwszego i drugiego rzedu
7.1. Wprowadzenie — znaczenie i zastosowanie modeli pierwszego i drugiego rzedu

Na podstawie rozwigzania liniowych rownan rozniczkowych (r. 1.4) mozna wnioskowaé, ze
wlasnosci dynamiki uktadow wyzszego rzedu wynikaja z wlasnosci uktadow pierwszego i drugiego
rzedu'. Szczegdlna role w badaniach dynamiki odgrywaja liniowe modele dynamiki drugiego rzedu,
poniewaz uktad drugiego rzedu jest to najprostszy model, ktéry moze reprezentowac prawie wszystkie
przypadki reakcji uktadu. Na wykresach ponizej (Rys. 7-1) przedstawiono mozliwe typy odpowiedzi
na wymuszenie skokowe w zadanym punkcie pracy: stabilna aperiodyczna i1 oscylacyjna (z
przeregulowaniem) oraz niestabilne (bez/z oscylacjami).

X0

.

I > 1 >
Rys. 7-1. Typy odpowiedzi skokowych uktadu drugiego rzedu

Modele drugiego rzedu stosuje si¢ powszechnie do opracowywania roznych metod badania i

projektowania obiektow czy uktadéw automatyki, poniewaz:

- ich wlasnosci dynamiczne nie zalezg od punktu pracy i wymuszenia,

- s3 na tyle proste by wykona¢ badania analityczne, ktére latwiej jest uogdlni¢ niz badania
doswiadczalne (symulacyjne),

- mogg opisa¢ kazdy typ reakcji - stabilny i niestabilny, z oscylacjami lub bez nich.

Jesli wigc dysponujemy liniowym modelem uktadu drugiego rzedu, to dostepnych jest wiele metod

przeznaczonych do stosowania w praktyce inzynierskiej. Tak prosty opis mozna uzyskaé¢ poprzez:

- odpowiedni zestaw zatozen upraszczajacych model na etapie konstrukcji (r. 1.3),

- ograniczenie analizy do najbardziej istotnych biegunéw (Rys. 6-6),

- zastosowanie metod upraszczania modeli przez obnizanie rzedu modelu (r. 20).

Zastosowanie prostego modelu pozwala z jednej strony analizowaé wtasnosci obiektu o okreslonych

warto$ciach parametrow, a z drugiej pomaga dobiera¢ warto$ci parametrow tak, aby uzyskac¢ okreslone

wlasnosci obiektu, czyli zaprojektowac obiekt lub poprawi¢ jego wiasnosci.

7.2. Analiza i projektowanie ukladu drugiego rzedu na podstawie biegunéw

7.2.1. WilasnoS$ci r6wnan drugiego rzedu

Podstawowy sposob analizowania i projektowania wtasnosci dynamicznych réwnania drugiego
rzedu typu:

a,X(t) +ax(t) + ayx(t) =byu(t) (7-1)
polega na analizie réwnania charakterystycznego:
a, X +ai+a,=0 (7-2)

za pomocg klasycznej metody wyznaczenia wyrdznika A 1 pierwiastkow 4, (przy zalozeniu, ze a,#0):

A:alz—4a2a0, Ap = u
p)

(7-3)

Na tej podstawie mozna okresli¢ wszystkie mozliwe przypadki rozwigzania swobodnego réwnania
drugiego rzedu (Tab. 7-1).

Tab. 7-1. Rozwigzania liniowego rownania drugiego rzedu (7-1, a,#0)

Przypadek | Bieguny: 4, =atjm., L, =ojo, Rozwigzanie swobodne
A0 Re(i12)= (~a +A)(2a,), Tm(1 2)=0 A + Ay

A=0 Re(4i2)= —a, /(2a, ), Im(4; 2)=0 A" + At

A<0 Re(hio)= —a, /(2a, ), Im(412) V—A/(2a,)#0 A" sifat + ), edzic ...

Powyzsza tabela moze by¢ podstawa do sformutowania warunkow projektowych, jakie powinny
spelnia¢ wspotczynniki rownania (7-1), aby zapewnic stabilnos$¢ uktadu:

! Pewien wplyw ma krotno$é biegunow (czy tu?)
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1° Jesli A>0, to bieguny uktadu sg rzeczywiste (reakcja bez oscylacji) i warunkiem stabilnosci jest
spetnienie obu nieréwnosci:
—a, +V/A —a,—JA
0 A =<0

", 24,
2° Jesli A=0, to uktad ma podwdjny biegun rzeczywisty (reakcja bez oscylacji), a stabilno§¢ wynika ze
spetnienia warunku:

(7-4)

—a
Ap = <0 (7-5)

2
3° Jesli A<0, to uktad ma par¢ biegunow zespolonych (reakcja z oscylacjami), wigc warunkiem
stabilno$ci jest:

—a
R =R =120 i
ety)=Rel,) 2a2< (7-6)

Warunek a,#0 zapewnia, ze réwnanie (7-1) jest drugiego rzedu i mozna zastosowaé wzory (7-3).
Wsrod roznych wariantow tego réwnania mozna wyrozni¢ szczegdlne przypadki dla zerowych
parametréw ap i a;.

* Dla ay=0 - rownanie jest rzedu drugiego a,X(¢)+ax(?)=u,(t), z dodatnim wyrdznikiem

(A=a; >0) i mozna obliczy¢ bieguny na podstawie (7-3) lub zastosowa¢ proste przeksztalcenie:

a2 +ad=Nad+a)=0 — A =0 A Ay=—4 (7-7)

a
Charakterystyczng cechg tego przypadku jest biegun zerowy (4;), co oznacza ze w odpowiedzi
uktadu zawsze wystepuje sktadnik o statej wartosci (4e™). Tym samym, w najlepszym przypadku,

uktad znajduje si¢ na granicy stabilnosci, o ile drugi biegun 4, <0 (a; 1 a; s3 tego samego znaku).

* Dla a;=0 - rownanie jest rzedu drugiego a,X(¢)+a,x(t)=u,(t), a na podstawie (7-3) otrzymujemy:

X +a,=0 — Ao =% f_a—ao , (7-8)
2

Jesli parametry ap 1 a; s3 tego samego znaku, to uktad zawsze ma pare biegunéw urojonych (A<O0,
Re(41)=Re(42)=0) i w odpowiedzi pojawia si¢ niegasngce oscylacje (uktad na granicy stabilnos$ci).
Natomiast gdy znaki ag 1 a; sg przeciwne, to uktad zawsze ma dwa bieguny rzeczywiste (A>0) —
jeden dodatni i jeden ujemny (uktad niestabilny).

Podsumowanie wszystkich przypadkow (7-4)+(7-8) przedstawiono w tabeli Tab. 7-2.

Tab. 7-2. Przypadki liniowego roéwnania drugiego rzedu (7-1) dla r6znych wartosci parametrow (ao, a; i a,). Spr

Oscylacje bez oscylacji z oscylacjami

A=a} —4a,a, >0 A=d’ —4aa,=0 A=a’ —4a,a, <0
a2¢0’ Im 4 Im 4 Im 4 Im 4 Im 4 Iom Im

0 Re Re Re Re Re Re O Re
a#V, -0 > 10> — leo>r —O0+—> — lo—
1 °
ap20
Im 4 Im
a#0, Re Re
alzoa
Im Im 4 Im
a,#0, Re Re Re
-0 — o

ao

Tabela pokazuje, ze nawet proste stwierdzenie wyzerowania okre$lonych parametrow (ao, a; 1 az)
pozwala wnioskowa¢ o mozliwych wtasno$ciach uktadu. W przypadku gdy wszystkie parametry a,, a;
1 ap sg r6zne od zera i sg tego samego znaku, do badania stabilno$ci rownania mozna wykorzystac¢
takze krytertum Hurwitza lub Routha (r. 1.3.1). Dokladniejszy wptyw poszczegdlnych parametréw
roOwnania na potozenie biegunow (charakter rozwigzania) mozna przedstawi¢ za pomocg tak zwanych
linii pierwiastkowych, ktore ilustruja zmiane potozenia biegundéw w zaleznosci od wybranego
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parametru uktadu'. Doda¢ linie pierwiastkowe dla poszczegdlnych parametréw. Na tej podstawie mozna stwierdzié czy
zmiana parametru spowodowac utrate stabilno$ci lub pojawienie si¢ oscylacji.

7.2.2. Projektowanie wlasnosci dynamicznych za pomoca analizy biegunéw

Analizujac wyrazenia (7-3) mozna nie tylko bada¢ (lub przewidywac) wihasnosci istniejacych
obiektow, ale takze projektowa¢ wiasnosci nowych ukladow — dobiera¢ parametry (wymiary,
materiaty, ...) elementéw, tak aby uklad wykazywal okre§lone wilasnosci (stabilno$¢, oscylacyjnos¢).
Na przyklad zakladajac (znajac) dwa z trzech parametrow (ap, a@; 1 az) rdwnania (7-1) mozna
wyznaczy¢ przedzial warto$ci nieznanego parametru tak, aby uktad byt stabilny/niestabilny i/lub Zeby
w reakcji uktadu wystgpowaty lub nie oscylacje (Tab. 7-3).

Tab. 7-3. Projektowanie wlasnosci liniowego rownania drugiego rzgdu (a,#0)

Oscylacje bez oscylacji z oscylacjami
Stabilnos¢ | Warunki | A=a; —4a,dy >0 — Im(412)=0 A=a? —4a,a, <0— Im(; 2)#0
Re(ﬂ,l)<0 _ o B
Stabilny A ]KGQ,I)ZL\/Z <0 AN RCGQ):M <0 Re@i):Re%):ﬂ <0
Re(2)<0 2, 2, 2,
. Re(4,)=0 g .
stabilnosel r o |Re()=0 A Refdy)=—=<0 Re)=Re(d,)=——=0
Re(4,) <0 a, 2a,
Re(4,)=0 g
A Re(41)=0 A Re@,)=—>">0
. . Re(4,) >0 a,
Niestabilny
Re(ﬂ,l)>0 _ A —a —JA B
v Re@)=ﬂ>0 v Re@):ali\/» >0 Re@):Re@):ﬂ>o
Re(/)>0 2a, 2a, 2a,

Tabela opisuje wszystkie przypadki, gdy a,#0 (réwnanie jest drugiego rzgdu). Uzupelnieniem
mozliwosci sg przypadki, gdy a,=0, a wigc:
— a,=0, a; #0 1 ap #0 - uklad jest pierwszego rzedu a,x(¢) +a,x(¥) =b,u(t) z jednym biegunem, a wiec

bez mozliwosci oscylacji, stabilny lub niestabilny zaleznie od znaku 4 = -a¢/a,
— a,=0, a; #0 1 ap =0 - ukiad jest pierwszego rzedu a,X(t)=bu(f) z zerowym biegunem, czyli na

granicy stabilnosci, bez oscylacji,
— a,=0, ;=01 a¢ #0, to otrzymujemy model statyczny, uznawany za uktad stabilny.
Ponizej przedstawiono przyktady sformutowania prostych zadan projektowych dla modelu (7-1).
1° W odpowiedzi uktadu nie wystepuja oscylacje (uktad stabilny lub niestabilny):

warunek 1: @20 A A=a} —4a,a, =0

Iub 2: a,=0

2° Projektowany uktad jest stabilny (z oscylacjami lub bez),

warunek 1: @20 A A=a —4a,a, >0

A (Re@):_‘“‘/Z <0 A Reaﬁ)z_“‘i_‘/Z <o]
2aZ 2aZ

lub 2: a0 AA=a; —4a,a, <0

A (Re@)=Re@2)=;aal <0J

2
lub 3: a,=0 A a;#0 A A=-ag/a; <0
Iub 4: a,=0 A a;=0
3° Uktad dochodzi do stanu réwnowagi bez przeregulowan (jest stabilny aperiodycznie):
warunek 1: @20 A A=a] —4a,a, >0

! Patrz: linie pierwiastkowe, metoda Evansa (np. [1]). W zasadzie jest to metoda przeznaczona do projektowania uktadéw
sterowania, ale mozna jg rozszerzy¢ na dowolny liniowy obiekt
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A Re@):ﬂ <0 A Re@):ﬂ <0
2a2 2LZZ
lub 2: a,=0 A a;#0 A A=-a¢/a; <0
lub 3: a,= a;=0

4° Po zaktoceniu uktad nie oscyluje, ale tez nie osigga stanu rOwnowagi:
warunek 1: @20 A A=a’ —4a,a, >0

A [Real):_“lz’j‘/Z >0 \/Re@):_alz’?/g zo}

2 2
Iub 2: a,=0 A a;#0 A A=-ag/a; >0

W bardziej ztozonych zadaniach projektowych mozna wymagac nie tylko stabilnos$ci uktadu (bieguny
0 ujemnej czes$ci rzeczywistej), ale takze okreslonego czasu ustalania odpowiedzi czy szybkosci
thumienia oscylacji.
5° Uktad ma mie¢ czas ustalania mniejszy niz 7,4 - na podstawie zaleznosci (6-4) oznacza to, ze oba
bieguny muszg spetnia¢ nieréwnos¢
Re@,)>4/T,,, (7-9)

6° Kazda nastepna amplituda oscylacji ma by¢ przynajmniej p razy mniejsza od poprzedniej (42<A4,/p)
— na podstawie (6-5) mozna to wymaganie przeliczy¢ na warunek:

1) —27 2 27 27Req)

iSeﬁzﬂ/ﬂ — 1\{}3 - Inp<— - pu<—— Im@h) < (7-10)
p

p) Mu u Inp Inp

Wymagania projektowe moga obejmowac rOwniez parametry statyczne, na przyktad:
7° Odpowiedz skokowa uktadu stabilizuje si¢ na poziomie x,,:
warunek 1: dobrac¢ ag 1 by tak aby aox,, = by,
oraz 2: dobra¢ a; i a; tak by uktad byt stabilny.

Projektowanie polega na sformutowaniu odpowiedniego uktadu nier6wnosci i poprawnym jego
rozwigzaniu. Schematy rozwigzan przyktadowych przedstawiono w zalaczniku C.1 (lista2).

Gdzie o poprawnosci biegundéw: W przypadku uktadéw drugiego rzedu sprawdzenie poprawnosci:

R +aj+ay=0 <  ay(A-A)A-A)=a (2 (4 + A+ 40, (7-11)
Stad wynikajg wzory Viéte’a dla wielomianu drugiego stopnia:
ay a;

Dodac¢. Zastosowanie wzoréw Viéte’a do projektowania (dobory parametrow) — kiedy 1 jak.

Wzory (1-7) sa prawdziwe (a,#0) mozna wykorzysta¢ jako narzedzie pomocnicze przy analizowaniu
pierwiastkow, podobnie jak wzory skroconego mnozenia. Zespolone 1 rzeczywiste

7.3. Réwnania oscylacyjne i komplementarne
7.3.1. Wlasnosci i parametry rownania oscylacyjnego

Najbardziej charakterystyczng postacia modelu drugiego rzedu (7-1) jest rownanie oscylacyjne
zapisywane w postaci:
¥(t) +2lw, X(t) + o) x(t) = byu(t) , ©,>0 (7-13)
gdzie: & - wspdlczynnik tlumienia, w, — pulsacja uktadu (w,=2xf,, gdzie f, to czestotliwos¢ drgan
wlasnych niettumionych). Zalozenie o dodatniej wartosci pulsacji @, wynika z fizycznej interpretacji
tego parametru (r. 7.3.4), a poza tym zapewnia, ze znak wspotczynnika 2¢w, zalezy tylko 1 wytacznie
od znaku thumienia &. Bieguny uktadu wyznaczone na podstawie rownania charakterystycznego maja
postac:
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A =—Ea +con\/ﬁ=a%«(_§+‘/ﬁ) (7-14)
Jo =y~ £ -1 =%(—5‘\/ﬁ)

Analizujac wzory (7-14) mozna wykazaé, ze réwnanie oscylacyjne moze mie¢ par¢ biegundow
rzeczywistych lub zespolonych, lezacych w lewej lub prawej potptaszczyZznie zespolonej, a tym
samym jego rozwigzanie moze by¢ aperiodyczne lub oscylacyjne, stabilne lub niestabilne. Poniewaz
w, > 0, wigc typ biegunow i stabilno$¢ uktadu zalezy jedynie od ttumienia &.

1° Jesli 2> 1, to oba pierwiastki sa rzeczywiste (reakcje bez oscylacji):
Re@):a)n(—gﬂ/ﬁ), Im@,)=0 oraz Re@):wn(—g—\/ﬁ), Im, ) =0.
Poniewaz pulsacja w,>0, to znak pierwiastkow zalezy od wyrazen: —f—l—\/ﬁ 1-& —\/ﬁ.
e Dla &> 1 uktad jest stabilny, poniewaz Rd4,)<0 i Rd/,)<0
potwierdzenie: —¢& +\/@ <0 & —\/ﬁ <0
I&-1<¢ 10? (>0)(>0) <0 (> prawda)
E2 —1<&* (— prawda)
e Dla ¢ = 1 uktad ma podwojny ujemny pierwiastek: 4, , =—£a, <0, wigce jest stabilny.
o Dla & < -1 uktad jest niestabilny, poniewaz R4, )>0 i Rd4,)>0

potwierdzenie: (—&)++/&* —1>0 (&) —/E* —1>0
>0)+(>0) >0 (— prawda) )>/E -1 ()

E>E —1 (— prawda)
e Dla ¢ = -1 ukfad ma podwojny dodatni pierwiastek: 4, , =—Ca@, >0, wigc jest niestabilny.

2° Jesli E2< 1, to pierwiastki sg zespolone (reakcje z oscylacjami)
Re)=Re@y) =—£a, i Im@)=m,& ~1.
e Dla 0< & <1 uktad jest stabilny, poniewaz czg$¢ rzeczywista Re(,)=Re(,)<O0.
e Dla -1< ¢ <0 uktad jest niestabilny, poniewaz czg$¢ rzeczywista Re(d,)=Re(,)>0.
eDla ¢=0 uklad ma par¢ pierwiastkow urojonych: A, ==jw@,, wigc znajduje si¢ na granicy
stabilnosci.
Podsumowanie powyzszych zalezno$ci przedstawiono na Rys. 7-2.

T e
T 4 T

Rys. 7-2. Zaleznos¢ biegunow uktadu oscylacyjnego od tlumienia &

Wplyw wartosci thumienia ¢ na potozenie Lo A v B
biegunow mozna réwniez przedstawi¢ w : : : ] : | |O—0,
postaci linii pierwiastkowych. Na Rys. 7-3 : : : : : : *—-9:.

thumienie ¢ zmienia si¢ w zakresie od

wartosci -2 (bieguny rzeczywiste dodat- Z oL@ O
nie) do wartoéci 2 (bieguny rzeczywiste =2 P2
ujemne) - strzatki pokazuja kierunek
wzrostu &. 5 5

a5l L i . : :

Re(L)
Rys. 7-3. Linie pierwiastkowe dla -2< & <2 (0,=0.5)
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Rownanie oscylacyjne (7-13) obejmuje przypadki, gdy reakcja zawiera i nie zawiera oscylacje.
Jedynie dla ulamkowych wartosci thumienia (-1< ¢ <I) jest to rownanie oscylacyjne sensu stricto, to
znaczy, ze jego rozwigzanie ma charakter oscylacyjny (zawiera sktadowa sinusoidalng), poniewaz
bieguny zawierajg cz¢s¢ rzeczywistg (o) 1 urojong (w,):

A =at jo, =0+ jo, >
{ gdzie: a=—@, 04 al, @. =m,1-& (7-15)

b =a— jo, =0 jo,’
Przedstawiajac te bieguny na plaszczyznie zespolonej (Rys. 7-4) mozna wykorzysta¢ nastepujace
zaleznosci geometryczne:

A Im
\/a2+a),2=\/ fco ( A= f)z =,
o to, _
ol Pl vea-8)
ktore okreslajg Scisty zwigzek pomiedzy potozeniem biegunow
(o £ jw,) a parametrami rownania oscylacyjnego (&, ;).

(7-16)

w,

Rys. 7-4. Parametry a potozenie
biegunéw uktadu oscylacyjnego

7.3.2. Roéwnania drugiego rzedu komplementarne do réwnania oscylacyjnego
Nie kazde rownanie drugie rzedu mozna zapisa¢ w postaci rOwnania oscylacyjnego. Roéwnaniem
komplementarnym do oscylacyjnego jest zapis:
¥(t) +2lw, x(t) - ) x(t) = byu(t) , ©,>0 (7-17)
Bieguny uktadu wyznaczone na podstawie rownania charakterystycznego maja postac:

{21 =@ +@,E +1 :a)n(—éhléz +1)

A =L~ +1=60n(—§—\/52 +1)

Ze wzoru (7-18) od razu wynika, ze rownanie (7-17) ma tylko rzeczywiste bieguny:
Re@)=a)n(—§+\/§2 +1), Im@,)=0 oraz Re@)za)n(—cf—w/fz +1), Im@,)=0.

Poniewaz pulsacja w,>0, to doktadniejsza analiza pokazuje, ze niezaleznie od wartosci thumienia &,
jeden biegun jest zawsze ujemny a jeden zawsze dodatni.
e Dla &> 0 uktad maRd4,)>0 i R4, )<O0.

potwierdzenie: —&++/E +1>0 —E—JE +1<0

(7-18)

JE +1>& (— prawda) {(>0)-(>0) <0 (— prawda)
oDla ¢ < 0 uktad maRd, )>0 i Rd 4, )<0.
potwierdzenie: (—&) +\/ﬁ >0 G —\/ﬁ <0
>0)+(>0) >0 (— prawda) (—@<\/ﬁ (— prawda)

Posta¢ rownania oscylacyjnego (7-13) i komplementarnego (7-17) obejmuje warunek @,>0, co
wynika z fizycznej interpretacji pulsacji w,, a poza tym gdyby parametr w, przyjalt wartos¢ 0, to
spowodowatoby jednoczesne wyzerowanie wspotczynnika 2£w,. Wobec tego wzory (7-13) 1 (7-17) nie
pozwalaja zapisa¢ przypadku:

a,5(0) + a,5(0) =bt) (7-19)
czyli rownania z zerowym biegunem (7-7). Zaleznie od drugiego bieguna (4, =-ai/a) jest to uktad:
— na granicy stabilnosci jesli 4, <0,
— niestabilny jesli 4,>0.
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7.3.3. Projektowanie wlasnosci dynamiki na podstawie thumienia ukladu

Z wlasnosci réwnania oscylacyjnego i komplementarnego wynika kolejna metoda badania i
projektowania wtlasnosci uktadow drugiego rzedu, ktéra mozna nazwaé metoda na podstawie
tlumienia. Projektowanie na podstawie wspotczynnika ¢ polega na sprowadzeniu badanego modelu
(7-1) do postaci (7-13), (7-17) lub (7-19) 1 wykorzystaniu wlasnosci tych rownan. Z kazda postacia
wigze si¢ przyjecie odpowiednich zatozen, ktore musza by¢ uwzglednione przy formutowaniu
calosciowej odpowiedzi. Tak wigc w ogolnym przypadku roéwnania typu:

a,x(t) + ax(t) + ayx(t) =byu(t) (7-20)
moga wystapic nastepujace przypadki.
1° Jesli ax#0 1 ag/a; > 0, mamy réwnanie oscylacyjne:

50+ D0+ X0 = 2w
a, a, a,

(1) + 2w, X(t) + @] x(t) = bu(t), ©,>0
W tym przypadku mozna wyznaczy¢ pulsacj¢ 1 thumienie:

a, ay
o =% >0 0, =%
az Cl2

- , (7-22)
2im =% P

a, 2&2 a, 2\ |ay,a,

Wyrazenie pod pierwiastkiem ,/a,/a, jest zawsze dodatnie, co wynika z wcze$niejszego warunku

(7-21)

aop la; >0, a warto$¢ pierwiastka ./a,/a, jest zawsze dodatnia, co wynika z zalozenia w,> 0.

Wiasno$ci uktadu (stabilno$¢, oscylacje) zaleza jedynie od thumienia ¢, ktére moze przyjmowaé
dowolng warto$¢ - teoretycznie -oo< & <oo (r. 7.3.1).

2° Jesli a,#0 1 ag/a; < 0, mamy przypadek rownania komplementarnego do oscylacyjnego:
.. a, . 1
Mo+ — X(t)—( jX(l) = —u,(t)
a, @,

X(t)+ 2¢w, x(t)— w7 x(t) = byu(t), ,>0
Tu réwniez mozna wyznaczy¢ pulsacje 1 thumienie. Zatozenie ay/a; < 0 zapewnia dodatnig wartos¢
pod pierwiastkiem .—a,/a,, 1 sam pierwiastek tez jest dodatni —a,/a, bo ®,>0. Jednak

réwnanie jest zawsze niestabilne (bez oscylacji), niezaleznie od wartosci ¢ (1. 7.3.2).

_ao

a, (7-23)

3¢ Jesli a#0 1 ap=0, otrzymujemy rOwnanie z zerowym biegunem:
a,x(t) +ax(t) =u, (), (7-24)
ktore jest albo na granicy stabilnosci, albo jest niestabilne (7-7).
W wszystkich trzech przypadkach konieczne jest zatozenie a,#0 (ze wzgledu na operacje dzielenia).
Przypadki, gdy a,=0 musi by¢ rozwazone oddzielnie:
— a,=01 a,#0, to uktad jest pierwszego rzedu (bez mozliwosci oscylacji) — stabilny lub niestabilny,
— a,=01 a;=0, to otrzymujemy model statyczny, uznawany za uktad stabilny.

Kazde zadanie projektowe dla modelu (7-1), rozwigzywane za pomocg analizy biegunéw (r. 7.2.2)
mozna rozwigza¢ na podstawie tlumienia uktadu.
1° W odpowiedzi uktadu nie wystepuja oscylacje (uktad stabilny lub niestabilny):

warunek 1: a,#0 A ag/ar > 0

AMe=— D _sive—— 9 <
(é 2\a,a, - 2\/a,a, J
Iub 2: a,#0 A ap/ar <0
lub 3: a,=0
2° Projektowany uktad jest stabilny (z oscylacjami lub bez):
warunek 1: a,#0 A ag/ar > 0

- 60 - - REKOPIS ©PWTr (wer.Skrypt60.doc)



Dynamika uktadéw - podstawy analizy i symulaciji

a

2\a,a,

lub 2: =0 A 1720 A A=-ap/a; <0
lub 3: a,=0 A a;=0

3° Uktad dochodzi do stanu réwnowagi bez przeregulowan (byl stabilny aperiodycznie),
warunek 1: a,#0 A ag/a, >0

AE=

A é: >0

D>
2\a,a,
lub 2: =0 A 1720 A A=-ap/a; <0
lub 3: a,=0 A ;=0
4° Po zaktoceniu uktad nie oscyluje, ale tez nie osigga stanu rownowagi:
warunek 1: a,#0 A ag/a, > 0

A E= “ <
2\a,a,
lub 2: a,#0 A ag/a; <0
lub 3: =0 A @120 A A=-apg/a; >0

Schematy rozwigzan przyktadowych przedstawiono w zalaczniku C.2 (lista2). Wynik analizy uktadu
za pomocg wspoOtczynnika ttumienia ¢ 1 analizy biegunéw musi by¢ oczywiscie ten sam, co mozna
wykorzysta¢ do wybrania metody, ktéra w danym przypadku bedzie prostsza, albo do sprawdzenia
poprawnosci uzyskanych wynikow. Dodatkowo do potwierdzenia wynikow mozna zastosowac jeszcze
inne metody, na przyklad kryterium Routha.

7.3.4. Analiza i parametry odpowiedzi skokowych rownania oscylacyjnego (LABO05)poprawi¢)
Typowym elementem badania dynamiki obiektow jest obserwacja reakcji uktadu na skokowsg
zmian¢ wartosci zmiennej wejsciowej. Rozwigzanie rOwnania drugiego rze¢du jest na tyle proste, ze
mozna wyznaczy¢ doktadny wzor funkcji 1 przeprowadzi¢ jego analize, wykorzystujac typowe
operacje badania przebiegu funkcji (zatacznik B.3). Odpowiedz skokowa znormalizowanego'
roOwnania oscylacyjnego:
(1) + 28w, x(1)+ o) x(1) = 0 u(t), ©,>0 (7-25)
w poszczegdlnych przypadkach ma postaé:
- dla |&| > 1 (pierwiastki rzeczywiste):
@, —EH/E -1 ) —£, &1 ) :
1-A4e™ — 4™ =1-Ae ( Vg ) (7-26)

gdzie o =—8@, + @& ~1, o =L@~ ~1;
P e R B
w-a 2/f2-1 T a-a 2feo)

- dla |¢] = 1 (podwdjny pierwiastek):
1—Ae” —Ate” =1—Ae ™" — Ate ™ (7-27)

@y
Ae

. 1
gdzie a=—Say; A=, A=—"
l-a a—1
- dla |&] <1 (pierwiastki zespolone) formy sg rdézne:
1—e™ (cosot _— singf) =1—A¢&" sint+¢@) =1—A&" co{wt—@,) (7-28)

b

gdzie: A =a+jw., b =a—jo., L, =a+jo., a=—£aq, o.=o1-&,

) Ja’© + o} 1 o~ ol —2
= = , ¢ =arctg —= |, @, =arctg — |.
o, ,—1_52 ? g o 1) g o

r

1 . .
Wzmocnienie uktadu 4,4, =1
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Na podstawie rozwigzania (7-28) mozna wskaza¢ interpretacj¢ i uzasadnienie nazw parametréw
zwigzanych z réwnaniem oscylacyjnym (&, w,, ®,). W szczegolnosci dotyczy to przypadku, gdy
odpowiedz skokowa ma posta¢ ograniczonych oscylacji, czyli dla 0< ¢ <1:

— &-wspotczynnik thumienia wzglednego (w skrocie ,,thumienie uktadu™) ... dokonczy¢
— , - pulsacja drgan wlasnych niettumionych (w skrocie ,,pulsacja I

ukfadu”) jest pulsacjg przebiegu sinusoidalnego wystepujacego w . ﬂ ; _____
sktadowej swobodnej przy zerowym tlumieniu - na podstawie " : : : :
(7-28) dla & = 0 sktadowa ta ma postaé Asin(w,t+¢,), o [

— @, - pulsacja drgan whasnych tlumionych (w skrocie ,,pulsacja i i R
odpowiedzi”) jest pulsacjg przebiegu sinusoidalnego w reakcji =~ %[ 7 iTTTTiTTTThTobee
uktadu przy thumieniu 0< ¢ <1 - skladowa swobodna we wzorze B
(7-28) to Ae™ sin(w,t +¢,), gdzie pulsacja @, :wn\/1—§2 . Rys. 7-5. Wplyw ¢ na pulsacje o=k,

Jak wynika z wykresu tej funkcji (Rys. 7-5), przy niewielkich wartos$ciach ttumienia £ =0+0.5 pulsacja
@, zmienia si¢ jedynie w zakresie 13%. Co oznacza, ze w, zalezy gléwnie od pulsacji w,.

Przeprowadzajac klasyczng analiz¢ przebiegu rozwigzania h)t
(7-28) mozna obliczy¢ charakterystyczne parametry takie |
jak wielko§¢ przeregulowania A4;, czas ustalania '
odpowiedzi ¢, (Rys. 7-6).

Przeregulowanie A; jest zwigzane z maksymalng t
wartoscig funkcji (7-28), wiec wyznaczenie wartosci A A tn
mozna wykonac przez nastepujace etapy:

1 oo N - = -4/

Rys. 7-6. Parametry ttumionych oscylacji
1° obliczenie funkcji pochodnej x(7):

a . : : o .
xXt) =1—e" (cosnt ——sinmt) —» x() =—e" (@, sinmt +—sinmyr) (7-29)
@, )

2° rozwigzanie x(¢)=0, co odpowiada obliczeniu czasu pierwszego przeregulowania (z,):

: : o . . 7
Mt =e" (@, sinmt+—sinm.) =0 - sinpt=0 > ot =7 > t,=— (7-30)
@, Q.

3° obliczenie warto$ci pierwszego przeregulowaniax(z,):

."11 _1_ 07 _g - . anl . __

ML . T O T O S Mt,)=1-e""" (cost——sing) =1+e™ " =1+4 (731
0B F--MNg----a----- ----- r----

i N 1 gdzie: 4 =" =€_§”@, oznacza, ze wielko$¢ przeregulowa-
-.ﬂ N A nia jest funkcja thumienia ¢. Funkcj¢ przedstawiono na Rys. 7-7, a
5 e e, N orientacyjne dla ¢&=0.3, 0.5 1 0.7 warto$ci 4, wynosza 35%, 15% i

o 1 1 L | " o
o 0z or 08 o: ¢

Rys. 7-7. Wplyw & na przeregulowanie 4,
Czas ustalania odpowiedzi ¢, zalezy od czgsci rzeczywiste] biegundéw. Zgodnie ze wzorem (6-4)
przy zatozeniu tolerancji A=2% czas ustalania mozna oszacowac ze wzoru:

t, =4l =4/Eq) (7-32)

Zaleznosci (7-31) 1 (7-32) mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia podstawowych wskaznikéw jakosci
na podstawie parametréw ¢ i w,, lub do projektowania uktadow o zadanych wskaznikach jakosci.

Powyzsza analiza oraz wykres na Rys. 7-4 pozwala przedstawi¢ jakosciowe relacje pomiedzy
warto$ciami parametrow a=Re(4;2), &, w,, poloZzeniem biegunéw i parametrami przebiegu thumionych
oscylacji (Rys. 7-8). Jesli poréwnywane uktady maja:

- bieguny o takiej samej czesci rzeczywistej o (leza w tej samej odleglosci od osi urojonej), to maja

taka samg szybkos$¢ stabilizacji (czas ustalania z,),

- takie same tlumienie ¢ (bieguny leza na tej samej poOtprostej), to odpowiedzi majg takie samo

przeregulowanie (4,),

- taka sama pulsacje w, (bieguny leza na tym samym potokregu), to pulsacja odpowiedzi (w,) jest
podobna (szczegolnie dla matych ¢).
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§=O.4A Im h(t)ﬂ

X 1

e

\"
N
\
S
N

v

Rys. 7-8. Potozenie biegunow a odpowiedz uktadu oscylacyjnego

Przedstawione relacje uzasadniajg zastosowanie analizy potozenia biegunow do porownywania lub
projektowania uktadow dynamiki
Dodac¢ oscylacyjnos¢ ?? Doktadniej? jak np. http://labor.zut.edu.pl/fileadmin/wfm10.html

7.4. Zastosowanie (LISTA 02, LAB05)

7.4.1.

W tabeli Tab. 7-4 zestawiono wlasnosci roéwnania roézniczkowego drugiego rzedu, opisane za
pomoca analizy biegundéw oraz thumienia uktadu. Uzyskane wnioski sg podstawa dla metod prostego,
,,Jakosciowego” projektowania wlasnosci dynamicznych obiektow 1 uktadow sterowania.

Projektowanie ,,jakosciowe”

Tab. 7-4. Wilasnosci liniowych rownan drugiego rzedu (a,#0)

@,3(0) +api() + ap() =1, (1)
przypadki agpla; >0 agla; <0 ay=0
rOwnanie rownanie oscylacyjne: X + 2@, X + a)f x=u,w, >0 " (kompl.) | (catk.)
wyrdznik 4 A4>0 4=0 4<0 4=0 4>0 A4>0 A4>0
tlumienie & E<-1 E=-1 -1<€<0 E=0 0<€<l &=1 &E>1 -00<E<00
bieguny 4; |Re(4)>0 |4,=4,>0|Re(4,)>0 |Re(4,)=0 [Re(4)<0 [4,=4, <0 |[Re(4) <0 |4,<0, 4,>0 |4,=0, 4,

Im(4) =0 |Im(4) =0 [Im(4)=0 |Im(4)#0 |[Im(1)#0 |Im(4)=0 |Im(4)=0 |Im(4)=0 |Im(4)=0
Im Im Im 4 Im Im Im 4 Im Im Im Im
Re Re ORe Re | © TR} Re Re Re Re Re
B — > > _‘__>
[ + [ |
na na granicy stab
stabilnos¢ niestabilne granicy stabilne niestabilne | MY '
stab lub niestab.
oscylacje bez oscylacji | oscylacje | bez oscylacji

" Réwnanie postaci X + 2E@, X — @, x = u, @, >0

" Réwnanie X +bX = u ma dwa rzeczywiste pierwiastki, w tym A, =0.

Na przyktad, jesli A>0, to uktad moze by¢ stabilny lub nie, ale na pewno w odpowiedzi nie pojawig si¢
oscylacje. Jesli A<0, to w odpowiedzi wystapig oscylacje (mniej lub bardziej widoczne), a warunkiem
stabilnosci jest —a, /a, <0, czyli ten sam znak parametrow a; 1 a,.

Jesli wszystkie wspotczynniki rOwnania rozniczkowego (a2, a1, ap) moga przyjmowac¢ dowolne
warto$ci (takze zero), to mozliwo$ci zawarte Tab. 7-4 nalezy uzupetic¢ o dwa przypadki:
- a=0 (rbwnanie pierwszego rzedu):

ayx(t) + ayx(t) =u, (t) (7-33)
z jednym pierwiastkiem 4 =—q,/q,, ktére moze by¢ stabilne lub niestabilne (w tym 4, =0),
- ay=a;=0 (réwnanie statyczne):
apx(t)=u,(t) (7-34)

w ktorym wilasnosci dynamiczne nie wystepuja, czyli jest zawsze stabilne.

7.4.2.

Doda¢ (przyktady obiektow)
Wybor metody ....

Przykladowe zadania projektowe (LISTA 02)
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1° Wyznacz bieguny i sprawdz poprawno$¢ wyznaczonych wzorow dla:
a) dowolnego rownania drugiego rzedu (7-1),
b) rownania oscylacyjnego (7-13),
¢) rbwnania komplementarnego do rownania oscylacyjnego (7-17).
2° Uktad ma dwa ujemne bieguny: -10 1 -2. Odtwérz model obiektu. Czy ten model jest
jednoznaczny? Co mozna powiedzie¢ o wspotczynniku thumienia tego uktadu? (*°)
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8. Portrety fazowe

8.1. Wprowadzenie - definicja i wlasnosci portretu fazowego

Portret fazowy to rodzina trajektorii w uktadzie wspotrzednych [x, x], przedstawiajgcych
zachowanie obiektu obserwowane przy statym wymuszeniu ale dla réznych warunkéw poczatkowych,
ktore sa3 wowczas jedyng przyczyng zmian obserwowanych w uktadzie. Jest to graficzny sposéb
zobrazowania wlasno$ci dynamicznych obiektow 1. lub 2 rzgdu liniowych i nieliniowych. Portrety
fazowe maja szczegdlne zastosowanie w przypadku wystepowania nieliniowosci typu nasycenie, strefa
nieczutosci, przekaznik, ... , czyli funkcji nieréiniczkowalnychl. doda¢ wiecej

Portrety fazowe najlatwiej jest uzyska¢ metodami symulacyjnymi na podstawie rownan
rézniczkowych (=). Ilos¢ trajektorii koniecznych do odtworzenia portretu mozna znacznie ograniczy¢
ze wzgledu na jedna z podstawowych wlasnosci — trajektorie nie przecinaja si¢ poniewaz badane sg
uktady deterministyczne (przejs$cie z jednego punktu przestrzeni do kolejnego jest jednoznaczne - nie
ma czynnika losowego lub mozliwos$ci wyboru).

8.2. Typy portretéw fazowych (Lab...)

8.2.1. Uklady liniowe

W uktadach liniowych mozna wyrdzni¢ sze$¢ charakterystycznych typow portretow, zwigzanych
potozeniem biegunoéw uktadu (Rys. 8-1).

Im 4 Im 4 Im Im Im Im
ol X o Re $ O Re Re Re
(o] * (o]
X \/ ( ﬁ X X X
RS Y
wezel s;a\bilny ognisko stabilne centrum ognisko niestabilne wezet niestabilny siodto

Rys. 8-1. Charakterystyczne typy portretow fazowych uktadéow liniowych

Kazda trajektoria portretu reprezentuje ewolucje stanu obiektu od okre§lonego warunku
poczatkowego (przy stalym wymuszeniu). Jesli uktad jest stabilny, to dazy do punktu réwnowagi, a
jesli jest niestabilny to oddala si¢ od tego punktu. Kierunek zmian (strzatk¢ czasu na trajektorii)
okresla si¢ jednoznacznie na podstawie wtasnosci funkcji pochodnej — jesli pochodna jest dodatnia
(obszar nad osig x) to funkcja rosnie (x>0 = x1), jesli pochodna jest ujemna (obszar pod osig x) to
funkcja maleje (x <0 = x]), pochodna réwna 0 (na osi x) oznacza maksimum lub minimum funkcji.

Portrety fazowe uktadéw liniowych dobrze ilustruja wiasno$¢ globalnej stabilno$ci lub
niestabilnosci tych uktadéw. Poniewaz w ukladzie liniowym jest mozliwy tylko jeden punkt
réwnowagi (=), wigc uktad stabilny dazy do tego punktu niezaleznie od warunkéw poczatkowych
(jest stabilny globalnie).

Na podstawie przedstawionych wilasnosci portretow fazowych mozna wyjasni¢ nastepujace
spostrzezenia praktyczne:
1° trajektorie przecinajg o$ x pod katem 90°,
2° punkt rownowagi znajduje si¢ na osi x - potozenie punktu zalezy od warto$ci wymuszenia u,
3° przy wymuszeniu zerowym punkt rownowagi lezy w srodku uktadu wspotrzednych,
4° z trajektorii mozna odczyta¢ amplitudy (przeregulowania) przebiegu rozwigzania - maksymalna lub
minimalna warto$¢ funkcji — zerowa pochodna funkcji — punkty na osi x.

8.2.2. Uklady nieliniowe

Portrety fazowe uktadéw nieliniowych moga mie¢ jeden lub wiecej punktow réwnowagi — w
zaleznosci od rozwigzania réwnania statycznego. Uklad nieliniowy moze by¢ stabilny/niestabilny
globalne, ale jesli uktad ma wigcej punktow rownowagi, to moze by¢ stabilny w jednych a niestabilny
w innych punktach, i wowczas rozrézniamy stabilno$¢/niestabilnos¢ lokalng i globalng (Rys. 8-2).

' Wiecej np. w [3/r.2.4]
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Wyznaczenie portretu fazowego ukladu nieliniowego w odpowiednio duzym otoczeniu punktow
rownowagi umozliwia okreslenie obszarow stabilnych warunkow poczatkowych (obszarow

stabilnoscti).
n
s s s s

Rys. 8-2. Idee stabilno$ci/niestabilnosci globalnej/lokalne;j

W poblizu punktéw rownowagi portrety uktadéw nieliniowych ale rézniczkowalnych' sa zblizone
do liniowych wzorcow (stabilne/niestabilne wezty, ogniska, siodta). To spostrzezenie potwierdza
mozliwo$¢ analizy stabilnosci ukladu nieliniowego w ograniczonym zakresie wokol punktow
rownowagi za pomocg linearyzacji modelu w otoczeniu tych punktow (=). W ten sposéb mozna
réwniez zidentyfikowaé punkty rownowagi na portretach uktadéw nieliniowych.

8.3. Symulacyjne generowanie portretéw fazowych

8.3.1. Zasady generowania portretow

Portret fazowy w programie symulacyjnym powstaje przez wielokrotne uruchomienie obliczen
reakcji obiektu dla stalego wymuszenia (zwykle réwnego zero) i r6znych warunkéw poczatkowych
oraz przedstawienie wynikéw w uktadzie wspotrzednych [x, x]. To oznacza, ze badany model moze
by¢ co najwyzej drugiego rzedu i musi umozliwi¢ zainicjowanie réznych warunkéw poczatkowych?.
Model moze by¢ nieliniowy 1 moga to by¢ nawet funkcje typu nasycenie, strefa martwa, przekaznik,
itp.” — portrety fazowe wspomagaja szczegodlnie badania stabilnosci takich wiasnie przypadkow.
Wiasno$ci modeli liniowych mozna bada¢ w prostszy sposéb (nawet analitycznie) a na podstawie
potozenia biegundéw tatwo przewidzie¢ typ portretu (wezel/ognisto stabilne/niestabilne, centrum,
siodto). Portrety modeli nieliniowych sa bardziej ztoZzone, na przyktad moga zawiera¢ wigcej niz jeden
punkt rownowagi a stabilno$¢ trajektorii moze zaleze¢ od warunkéw poczatkowych. Nieznajomosé
obszarow stabilno$ci utrudnia generowanie nieznanego portretu, wiadomo jednak, Ze model
rozniczkowalny ma w odpowiednio matym otoczeniu kazdego punktu rownowagi portret podobny do
uktadow liniowych. poprawi¢/uzupeié

8.3.2. Praktyczne aspekty wyznaczania portretow

Eksperymentalne wyznaczanie portretu fazowego wymaga przemyslanego wybierania warunkow
poczatkowych 1 czasu trwania eksperymentu (poczatku i dtugosci trajektorii), tak aby mozna byto
jednoznacznie wnioskowac¢ o globalnej 1 lokalnej stabilnosci badanego obiektu. Informacje na o ilosci
punktow rownowagi czy o charakterze nieliniowosci znacznie utatwiajg zadanie (=).

Zaldzmy, ze przedstawione ponizej portrety zawierajg wszystkie charakterystyczne trajektorie.

S o S
N S N } ~

Rys. 8-3. Przyktady portretow fazowych wygenerowanych eksperymentalnie
Na tej podstawie mozna:

1° zaznaczy¢ kierunki trajektorii,

2° okresli¢ 1los¢ punktow roéwnowagi, ich typ i stabilnos¢,
3° w pewnych przypadkach okresli¢ liniowo$¢ modeli,

4° stwierdzi¢ stabilno$¢/niestabilnos¢ globalng

A

2\
)

" bez elementow typu przekaznik, strefa nieczutosci, ...
? tego warunku nie spehniaja modele w postaci transmitancji
* nieliniowe nierézniczkowalne
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V. Podstawowe badania dynamiki uktadéw wielowymiarowych (MIMO)
9. Analityczne badanie uktadu réwnan rézniczkowych (réwnania stanu)

9.1. Wprowadzenie - obiekty SISO i MIMO

Modele uktadéw konstruowane na podstawie znajomosci zjawisk fizycznych (r. 2.1) zazwyczaj
maja posta¢ uktadu réwnan rézniczkowych. Uktady rownan powstajag w naturalny sposob jako rezultat
zastosowania konstrukcji modeli na podstawie bilansu objetosci (r. 2.2) czy ciepta (r.2.3).
Teoretycznie mozna je przeksztatci¢ 1 analizowac jako jedno rdwnanie n-tego rzedu, stosujac metody
analizowania i symulacji dynamiki uktadéw opisane w rozdziatach 4+7 na przykladzie pojedynczego
rownania rézniczkowego z jednym wejsciem i jednym wyjsciem (ang. SISO'). Jednak zazwyczaj nie
ma konieczno$ci takiego przeksztatcania, poniewaz analogiczne mozliwosci wystepuja dla modeli o
wielu wejsciach i wyjsciach (ang. MIMO?).

Typowa postacig modeli typu MIMO s3 rownania stanu, to znaczy uktad réwnan rézniczkowych
pierwszego rzedu, liniowych lub nieliniowych:

21(6) = £ (@), X5 (), ooy X, (O (0),s ooy 1, (2))
() = fo(x (), X5 (), coes X, (0111 (1), ooy 1, (2))

HOEFACTORAONSEAORNGRNNTMG)
gdzie x1(¢)+x,(¢) to n zmiennych stanu, a u;(¢)+u,(f) to zmienne wejsciowe (wymuszenia).
W najprostszych przypadkach zmienne stanu (x) oznaczaja jednocze$nie zmienne wyjsciowe
(rozwigzania). Przedstawienie modelu w postaci uktadu réwnan stanu pozwala obserwowaé wiele
zmiennych x jednocze$nie i pokazuje sprzezenia pomig¢dzy poszczegdlnymi zmiennymi, czyli jak
zmienne wyjsciowe wplywaja na siebie nawzajem. Uklad n réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu
jest modelem n-tego rzedu.

-1

9.2. Rozwigzania analityczne réwnan stanu
9.2.1. Liniowe ré0wnania stanu

Jesli rownania stanu (9-1) sg roOwnaniami liniowymi, to mozna je uporzadkowaé w nastepujacy
sposob:
)'cl(t):allxl(t)+alzxz(t)+...+a1nxn(z‘)+b11u1(t)+...+b1mum(t)
)'cz(t):a21x1(t)+azzxz(t)+...+a2nxn (t)+b21u1(t)+...+b2mum(z‘)

9-2)
X, (1) = a1 x1(6) + ayoxo () + .o+ ayy,x, (8) + byyuy (£) + .+ byt ()
1 zapisa¢ w postaci macierzowej:
x;(2) ay ay ay || X @) | | by by, | ug(2)
X, (¢ Ay Ayy ... d X, (¢ by, ... D u,(t
2 (1) _| 921 922 an || %2(2) 4|72 2m || U2 (1) 9-3)
xn(t) Ap Apoy - Ay xn(t) bnl bnm um(t)
lub symbolicznie:
X(#) = Ax(7) + Bu(?) (9-4)

gdzie:
- x(¢) jest nazywany wektorem n zmiennych stanu — jest to poszukiwane rozwigzanie uktadu,
- u(?) reprezentuje wektor m zmiennych wejsciowych — funkcje wymuszajace na wejsciach,
- A —macierz stanu — podstawowa macierz uktadu o wymiarze nxn,
- B —macierz o wymiarze nxm.
Roéwnania stanu zawierajg cata informacje o dynamice obiektu, ale bywajg jeszcze uzupetniane przez
réwnania wyjsciowe:
y(¢) = Cx(¢) + Du(z), (9-5)

' Single Input Single Output
* Multiple Input Multiple Output
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ktore na podstawie wektora rozwigzan x i zmiennych wejSciowych u pozwalaja na zdefiniowanie
dowolnego zestawu zmiennych wyj$ciowych y.

9.2.2. Rozwigzanie rownan stanu

Posta¢ rozwigzania uktadu rownan (9-3) jest analogiczna do rozwigzania pojedynczego rOwnania n-
tego rzedu (1. 1.4) - kazda ze zmiennych stanu x(¢) jest sumg odpowiedniej sktadowej swobodnej x;(7)
1 wymuszonej x;,,(1).

Sktadowe wymuszone uktadu (9-3) przy statych wymuszeniach mozna obliczy¢ na podstawie opisu
statycznego, czyli uktadu rownan algebraicznych jaki powstaje po wyzerowaniu pochodnych:
0= Ax+Bu. (9-6)
Po rozwiazaniu' otrzymujemy wektor x, ktéry zawiera skladowe wymuszone poszczeg6lnych
zmiennych stanu x;,(?):
x=—A"Bu_ (9-7)
Wzory opisujace poszczegolne wspotrzedne wektora x (9-7) sg podstawa do rysowania charakterystyk
statycznych poszczegélnych zmiennych x;:
x, = fi(u,.u,) (9-8)
oraz do wyliczenia warto$ci w stanie ustalonym (punktu rownowagi) xio, ..., X,0 dla zadanych wartosci
wWymuszen Uy, ..., Uno.

Podstawa rozwigzania swobodnego uktadu rownan (9-3) jest rownanie charakterystyczne, ktore w
zapisie macierzowym ma postac: Wyprowadzenie w zal (Raczynski)?

det(A —2I)=0 9-9)
a po rozpisaniu macierzy A:
a, -4 ap, a,,
a a,, —A a
21 22 2n — 0 (9_10)
a,, a, . a,—A

Wyznacznik jest wielomianem n-tego stopnia, a jego n pierwiastkow jest biegunami uktadu, ktére
majg takie samo znaczenie i zastosowanie jak dla rownania n-tego rzedu, czyli:
— mogg by¢ rzeczywiste 1 zespolone, pojedyncze 1 wielokrotne,
— wystepuja jako wspdlczynnikami w wyktadnikach funkcji eksponencjalnych, ktére tworza
sktadniki rozwigzania swobodnego kazdej ze zmiennych stanu x;(?):
x, ()= A,e™ +..+A4,e",i=1.n (9-11)
— decyduja o wilasnosciach dynamiki uktadu - uklad jest stabilny, jesli wszystkie bieguny lezg w
lewej potptaszczyznie zespolonej.
Pierwiastki réwnania (9-9) w algebrze sa znane pod nazwg wartos$ci wtasne macierzy A. ....
Dysponujac réwnaniem charakterystycznym mozna zastosowa¢ wszystkie metody analizowania i
projektowania uktadow liniowych omowione w czesci III (1.6+8).

9.2.3. Numeryczne wspomaganie badan analitycznych

Zapis modeli i operacji w postaci macierzowej (9-4), (9-6), (9-9) jest wykorzystywany szczeg6lnie
przy stosowaniu komputerowych programéw obliczeniowych, przygotowanych do przetwarzania
macierzy (jak na przykitad Matlab). Jest to wygodna forma prowadzenia badan szczegolnie wowczas,
gdy macierze maja duzy wymiar i nie ma potrzeby przedstawienia rozwigzania w postaci analitycznej
(wszystkie wspotczynniki modelu maja okreslone warto$ci i oczekiwane wyniki tez majg by¢
warto$ciami). Nie zawsze jednak model jest az tak zlozony, azeby rezygnowaé z przeksztalcen na
wzorach, ktore mozna wykona¢ recznie 1 co wazniejsze - takze dla modeli nieliniowych. Oczywiscie
mozna rowniez skorzysta¢ z programow, ktore realizujg obliczenia symboliczne (na przyktad
Mathematica, a takze Matlab, cho¢ w mniejszym stopniu), jednak ..... Inng droga do rozwigzania
bardzo zlozonych probleméw moze by¢ uproszczenie badanego modelu, na przyktad przez
zweryfikowanie przyjetych zatozen (r.777 ).

! stosujac dowolng metode rozwiazywania uktadu rownan (operacje macierzowe, metode eliminacji kolejnych zmiennych
z uktadu réwnan)
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Przyktadowy skrypt (analogicznie jak 4.3.4)
- zastosowanie funkcji - stan rownowagi, warto$ci wlasne macierzy

9.3. Przykiady zastosowania analitycznych rozwigzan réwnan stanu (LISTA03)

9.3.1. Kaskady zbiornikow

Przyktadem obiektow opisanych réwnaniami stanu sg otarte uktady hydrauliczne w postaci kaskady
zbiornikow (r. 2.2). Jednak modele kaskad zawierajace doktadny opis swobodnego wyplywu, sa
uktadami nieliniowymi i jedyne co mozna tatwo obliczy¢ w takim przypadku, to punkt réwnowagi
przy statych wymuszeniach. W dalszych rozwazaniach zostanie wigc zastosowane liniowe
przyblizenie funkcji swobodnego wyplywu, co pozwoli przypatrze¢ si¢ wilasnosciom dynamiki
przyblizonych, liniowych modeli obiektu.

Do analizy wybrano trzy typy kaskad zbiornikow. Wszystkie kaskady sa opisane modelami
drugiego rzedu, ale wykazuja specyficzne cechy, wynikajace ze sposobu potaczenia zbiornikoéw
(sprzezenia pomiedzy poszczegdlnymi zmiennymi).

1° Uktad zbiornikow niepolaczonych, nazywany kaskada niewspotdziatajaca (Rys. 9-1), jest opisany
ukladem réwnan stanu (2-9), ale sg to rOwnania nieliniowe. Macierzowo mozna zapisaé wersj¢
przyblizong modelu:

—a,
. . — 0 1
Ah ()= t)y—ah/(t h (t h (t —
1‘1() Sva (D) —ah (1) N 1() _ 4, { 1()}+ 4 Y0 (9-12)
Ayh,y (1) = a,hy (1) — ayh, (1) h, () 4 a4 |Lhy () 0
AZ AZ
Uktad réwnan statycznych pozwala wyznaczy¢ punkt rownowagi dla statego wymuszenia:
el = h = frala,hyy = [0 la, (9-13)
p 7y i fon Z kolei z macier'zy stanu mozna wyznaczy¢ rownanie
i\ o charakterystyczne:
i i (_al —/IJL_% —AJ:O, (9-14)
\4 |:;>fw2 Al Az

Rys. 9-1. Kaskada niewspoétdziatajaca 2 czyli A, Aziz + (A2a1 + A4,a, ),1 +a,a,=0

2° Uktad zbiornikdéw potaczonych przewodem, nazywany kaskada wspotdziatajacg (Rys. 9-2) rowniez
opisujg rownania nieliniowe (2-11) 1 dopiero wersje przyblizong mozna zapisa¢ macierzowo:
-4 a,

{Alhlm=ﬂt,d(r)—al(hl(r)—hz(r)) {hm} Y [hl(t)} = f© 015
a, 1 wel

Azhz(t):al(hl(t)_hz(t))_azhz(t) hz(t) B hy(2) 0
AZ AZ
Punkt rownowagi wyznaczony na podstawie uktadu rownan statycznych:
Siver = By = froeeosPag = oot (9-16)
fruy1 Natomiast rownanie charakterystyczne ma postac:
hli = N If wy2 2
V = —a —a4,—a, a,

— —L A ———2-1- =0 9-17)

Rys. 9-2. Kaskada wspotdziatajaca 2 A4, A, A A,

lub 4,4,4* +(4,a, + A, (a, +a,))l+a,a, =0

3° Uktad zbiornikow potaczonych przewodem i z pompa wyjsciowa (Rys. 9-3) po uproszczeniu
doktadnego modelu (2-12) ma postac:
-a, q 1
Ah @)= £, (&) —a,(h )= h,(t h, (¢ A4 [ho] | 4
mO=fa@=a(©O-m®) _[hO]_| 4 4 { m} Ao o
Ahy () =a (O =hO)= £, @) [hO)] | 4 Za | h®] =
AZ A2 A2
Uktad réwnan statycznych ma nieskonczenie wiele rozwigzan, gdy fye10=_fie20 1 Nie ma rozwigzan (nie

ma punktu rownowagi), gdy fie10% fwe20, €O Wynika z réwnosci:
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fuiry al(hIO _hzo): Swero = fwylo (9-19)
hl]j fgl h2$ Sz Roéwnanie charakterystyczne:
Aul 2 (_ 4 ﬂj{ —4 /Ij a; 0 (9-20)
Rys. 9-3 Kask Stdziataj B T - -
ys. 9-3 Kaskada wspoétdziatajaca z pompa 4, A2 A A,

lub po uproszczeniu 4, 4,A* +a,(4, + 4,)A =0

Poroéwnujac punkt rownowagi i rownania charakterystyczne analizowanych modeli warto zwrdci¢
uwagg na nastgpujace spostrzezenia:

— Kaskada niewspoldziatajaca - cechg tego uktadu jest unilateralnosc, to znaczy, ze stan pierwszego
magazynu (zbiornika) wptywa na stan drugiego magazynu ale stan drugiego magazynu nie
wyplywa na stan pierwszego. W macierzy A wystepuja wowczas zera, ktore powoduja. ze
roOwnanie charakterystyczne powstaje jako iloczyn elementoéw na przekatne;.

— Kaskada wspotdziatajaca - cdn

— Kaskada z pompg - brak lub nieskonczenie wiele punktow rownowagi, zerowy biegun. cdn
cdn?

9.3.2. Wielowymiarowe obiekty cieplne

Roéwnania stanu sg rowniez naturalnym rezultatem konstrukcji modeli uktadow cieplnych (r. 2.3).
Jesli w takim ukladzie nie ma transportu ciepta poprzez nosnik, to powstaja rownania liniowe, ktore
mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;.

Przyktady analogiczne do zbiornikow???

Kcl‘ Kc24 Tzew . Kcl4 Kc24 Tzew
| I | I
-
5 L; T, o Ky L;,, Ty
Twe ‘I_I'-> _I__> Twe :I:-> _I__>
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9.4. Konwersja modeli do réwnan stanu (LISTA03)

9.4.1. Przeksztalcenie rOwnania n-tego rzedu do ukladu rownan 1 rzedu

Posta¢ modelu wynika zwykle ze sposobu jego konstrukcji (r. 2), ale moze tez by¢ efektem
przeksztatcen. Wsrdd roznych operacji bardzo uzyteczne jest przeksztatcenie rownania rézniczkowego
n-tego rzedu do uktadu n rownan pierwszego rzgdu. Algorytm przeksztatcenia zostanie przedstawiony
na przyktadzie rownania trzeciego rzedu:

as5(0) + ay (1) + a,%(2) + agx(t) = bul(t) ©-21)

W przypadku rownania trzecie rzedu, zamiast zmiennej x zostang wprowadzone trzy nowe zmienne x;,
X2, X3, zdefiniowane wedtug nastgpujacego schematu:

X = ‘xl —> X

X, = X, —> X
- . (9-22)

X, = X, —>X

X, X

Nowe zmienne X, X, x3 nalezy podstawi¢ do rownania (9-21) zamiast x,x,X, a zamiast najwyzszej
pochodnej X — pierwsza pochodna ostatniej zmiennej (x;). Rownowazny uktad réwnan stanowi to
réwnanie z nowymi zmiennymi oraz dwa rownania wskazane na schemacie (9-22):
X1 (1) = x5 (1)
X, () = x5(7) (9-23)
X3(1) = [bu(t) — ayx; (6) — ayx, (1) — agx, ()] ay
Przeksztalcony model mozna uporzadkowac, zapisa¢ w postaci macierzowych réwnan stanu:

x, (1) 0 1 0 x, (1) 0
xX,(1) |= 0 0 1 @) |+ 0 |u(), (9-24)
X5 () -a,/a, —a,la;, —a,la;||x;t)| |b/a,

1 wyznaczy¢ rownanie charakterystyczne modelu:
a A +a, A +ai+a, =0 (9-25)
Kolejnos¢ zapisania rownan (9-23), a tym samym kolejno§¢ zmiennych stanu w wektorze x(t) jest
dowolna. Rownanie charakterystyczne nie zalezy od kolejnosci zmiennych stanu pod warunkiem, ze
kolejnos$¢ zmiennych w wektorach x(¢) 1 x(¢) jest taka sama.
Forma modelu nie wpltywa oczywiscie na wtasnosci modelu, wigc czy to bedzie jedno réwnanie
n-tego rzedu (9-21), czy uklad réwnan 1. rzgdu (9-25), to rzad, bieguny, stabilnos¢, punkt rownowagi

sg identyczne.
Przeksztat¢ rownanie oscylacyjne (7-13) do postaci rownan stanu - przy rownaniu oscylacyjnym

9.4.2. Zastosowanie przeksztalcenia w modelach prostych ukladéw mechanicznych

Pojedyncze rownanie n-tego rzedu i uklad réwnan 1. rzedu sa dwoma formami modelu, na
podstawie ktérych mozna wyznaczy¢ rownanie charakterystyczne. Trzecig forma, ktora to umozliwia
jest transmitancja omowiona wr. 11.

Jesli wiec skonstruowany model zawiera rdwnania réznych zmiennych i réznych rzedow, to
analityczne badanie jego stabilnosci wymaga przeksztalcenia modelu do jednej z form
umozliwiajacych wyznaczenie réwnania charakterystycznego, przy czym zazwyczaj najprostsze jest
doprowadzenie modelu do postaci rownan stanu. Typowe przyktady tego typu modeli wystepuja w
uktadach mechanicznych ze spr¢zynami, ttumikami i masami (r. 2.4).

Rozwazmy uktad mechaniczny z dwoma punktami b <
bilansowymi przedstawiony na Rys. 9-4, ale przy réznych :I
zatozeniach dotyczacych mas i tarcia. m c“ Vv 2 —']
o
C1 |
% X1 2-;6-2’

Rys. 9-4. Uktad z dwoma punktami i masami (2)
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1° Jesli model uktadu ma uwzglednia¢ wptyw masy m; 1 m,, to model dynamiki uktadu obejmuje dwa
réwnania, ale jest rzedu czwartego:

{0 =m X, (1) +b,x, (1) + ¢ x, +c, (xl (1) —x, (t))

.. . (9-26)
F(t) =my%,(t) + by %, (#) + ¢, (x, (1) — x,(?))

W celu wyznaczenia rdOwnania charakterystycznego mozna zastosowac konwersj¢ na uktad rownan:

. 0 1 0 0 0 ]
yi(0) —¢=¢, —b ¢ 0 yi(0) 0
v, (¢ t
yz() =4 m, Om1 (I)’I’L1 | Y, (1) o IF@ 927)
5(0) »5(0) 1
. G5 —-¢, —b, S
Y, (1) — 0 — (@ m
| m, m, m, | LW
w ktorym zastosowano nastepujacy schemat podstawien:
=0 =X X= =X
nw=y, X V= vy X
.).;2 - jél .).}4 - j(;2

Doda¢ -> Rozwinigcie wyznacznika (bo duzo zer)
Roéwnanie charakterystyczne ma postac ....

2° Jesli w analizowanym uktadzie masy m; 1 m; maja pomijalne warto$ci, to model dynamiki uktadu
obejmuje dwa rownania i jest drugiego rzgdu, 1 mozna go zapisa¢ w postaci macierzowe;j:
I

. . —L 2 =z 0

{0_blxll(t)+c1x1(t)+C2(xl(t)_x2(t))_)|:)fl(t):|: b, b, |:x1(t)}+ 1 F@) 928)
F =b,%, (1) + ¢, (x, (1) = x, (1)) i, (1) & Za|n0] |,

b2 b2

Rownanie charakterystyczne to wielomian ....

3° Mozna rozwazy¢ roOwniez uktad, w ktorym pomija si¢ wpltyw sit bezwtadnos$ci (mas) 1 tarcia -
znaczenie majg tylko sity sprezystosci. Wowczas modelem obiektu sg rOwnania:
{O =cx () +¢, (xl (1) —x, (t))
F=c, (xz (1) —x, (f))
Sa to rdwnania statyczne, co oznacza, ze model nie ma rdwnania charakterystycznego - jest to opis z
natury stabilny. Model opisuje obiekt, w ktorym reakcje zachodza "natychmiast", to znaczy

praktycznie bardzo szybko. Jesli reakcje rzeczywistego uktadu nie majg takiego charakteru, to znaczy,
ze model (9-29) nie jest odpowiedni dla tego obiektu.

(9-29)

Wszystkie trzy warianty modelu uktadu majg takie samo réwnanie statyczne - taki sam punkt
réwnowagi, opisany przez dwie wspotrzedne:

F F F
X, =—, X, =—+— (9-30)
¢ ¢ G
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10. Badania symulacyjne na podstawie rownan stanu

10.1. Wprowadzenie
Warunki prowadzenia badan dynamiki uktadow MIMO sg zasadniczo takie same jak dla uktadow

SISO.
Ogolne

10.2. Definicja modeli w blokach, funkcjach i plikach

10.2.1. Schematy graficzne liniowych/nieliniowych réwnan stanu

Modele w postaci uktadu rownan rézniczkowych mozna przygotowa¢ do symulacji rysujgc schemat
oparty na blokach calkujacych, stosujac zasady analogiczne jak dla pojedynczego rownania (r. 5).
Uktad moze obejmowac réwnania dowolnego rzedu. Nalezy je przeksztalcic, tak aby po lewej stronie
pozostaty najwyzsze pochodne poszczegélnych zmiennych stanu. Na przyktad w przypadku modelu
(9-26) podstawa rysowania schematu bgdg rownania:

1

NN
{o _ im0+ b O+ e + e (0 -xy@) | O CHRO=ax —e @0 -x0)

F(t) = myX, () + b,yX, () + ¢, (x, (1) = x, (1)) i(0) = L(_ b, %, (1) + ¢, (x,(£) — x, (1)) + F(1))
m

2

Pierwszym etapem konstrukcji jest przygotowanie tancuchow blokow catkujacych dla x; 1 x;:

,

.. 1

AT ST =00
Integrator Integrator

X 1 g 1

g I ‘ L o)
Integrator3 Integrator2

Rys. 10-1. Pierwszy etap konstrukcji uktadu dwoch rownan — tancuchy blokow catkujacych

Na wejscie kazdego tancucha nalezy skierowaé sygnal najwyzszej pochodnej, skonstruowany za
pomoca blokéw na podstawie poszczegolnych rownan uktadu (Rys. 10-2).

—rt;—-r1 ]

Gaini x12-=x11 x11-=x1 Scope_x1
Sum

w |

x1

To Workspace

:I Gaind
Gaind + log—
o2 —l—

Gains Sum

b1

g

—-+ —»{'M'HE = é . - 1_ .,_I:l

Step F Gain2 w2 2= x21-Fxd Scope_x2
Sum2
x2
b1

To Workspace?2

+

Gaing
Rys. 10-2. Schemat uktadu réwnan
Na schemacie uzyto zmiennych m1, m2, b1, b2, c1, c2, odpowiadajacych parametrom modelu (m,, m,,
by, by, ci, ¢3), oraz zmiennych x1_0, x1_10, x2_0, x2_10 wpisanych do blokéw catkujacych jako
warunki poczatkowe (x,(0), x,(0), x,(0), x,(0)).
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Podstawowe zalety tej metody przygotowania schematu symulacyjnego, to ograniczenie
koniecznych przeksztalcen modelu (np. nie ma potrzeby konwersji modelu na uktad réwnan 1. rzedu)
oraz mozliwos¢ realizacji rownan nieliniowych.

10.2.2. Specjalistyczne bloki na schemacie graficznym

Dla modeli liniowych zapisanych jako rownania stanu w formie macierzowej, tworzenie schematu
mozna znacznie uprosci¢ dzigki zastosowaniu specjalnego bloku (State-Space), w ktérym parametrami
sg macierze rownan stanu (Tab. 10-1).
Tab. 10-1. Podstawowe bloki do definiowania modeli w postaci rownan stanu

Operacja Matlab/Simulink Scilab/Xcos Octave
definiowanie rOwnania stanu State-Space CLSS -
faczenie/dzielenie sygnatow Mux, Demux

Blok réwnan stanu (Rys. 10-3) jest przygotowany do wprowadzenia modelu postaci macierzowe;:

(] X = Ax+ Bu
(10-1)

Step_ui W= At By Scope_yl Yy =Cx+Du
J_ Y Bl ] gdzie wektor u zawiera zmienne wej$ciowe, a wektor
- State-Space y - zmienne wyj$ciowe. Wymiary macierzy A, B, C,

Step_uZ Soope_y?

Rys. 10-3. Blok réwna stanu D musza si¢ zgadzaé, tak aby mdoc wykona¢ operacje

na macierzach.

Blok rownan stanu ma zawsze jedno wejscie i jedno wyjscie, ale moga to by¢ sygnaly wektorowe -
sygnaty wejsciowe mozna potagczy¢ w wektor za pomocg multipleksera (Mux), a wektor wyjsciowy
mozna rozdzieli¢ na sygnaty za pomoca demultipleksera (Demux). Na wyjsciu bloku dostgpny jest
tylko wektor y, jesli wigc istnieje potrzeba obserwowania zmiennych stanu x, to trzeba zdefiniowac
zmienne wyjsciowe, ktore beda im odpowiada¢. Blok réwnan stanu umozliwia podanie wektora
wartosci poczatkowych dla zmiennych stanu Xy, mozna wie¢c uruchamia¢ symulacje od réznych
warunkow poczatkowych.

10.2.3. Specjalistyczne funkcje w skryptach

Typowe badania modeli zapisanych w postaci macierzowych réwnan stanu mozna zrealizowac za
pomoca prostych funkcji (Tab. 10-2).

Tab. 10-2. Wybrane funkcje do definiowania i badania modeli liniowych rownan stanu

Operacja Matlab/Control Scilab Octave
definicja réwnania stanu ss Syslin

odpowiedzi czasowe step, impulse Csim

bieguny uktadu pole

Wzmocnienie dcgain

W Matlabie funkcja ss umozliwia definicj¢ modelu i zapamigtanie go w programie symulacyjnym pod
wybrang nazwg. Parametry tej funkcji sa takie same jak analogicznego bloku State-Space. Z kolei
funkcje step 1 impulse stuzg do uruchamiania symulacji, ktéra generuje wykres przedstawiajacy reakcje
wskazanego modelu na standardowe zaktdcenie (skok jednostkowy, impuls). Dostgpne sg takze
funkcje do wyznaczenia podstawowych parametrow modelu: funkcja pole pozwala wyznaczy¢
bieguny, a funkcja dcgain - wzmocnienie uktadu przy stalym wymuszeniu.

Doda¢ — model zdefiniowany przez ss na schemacie

10.2.4. Definiowanie modeli w pliku funkcyjnym

Definicja modelu w pliku funkcyjnym wymaga przedstawienia go w postaci uktadu roéwnan
pierwszego rzedu. Modele definiowane w plikach nie musza by¢ modelami liniowymi. Opiszemy wiec
przyktad modelu van der Pola:

X| =X,

)'é(t)—c(l—xz)%+x20 — )'é(t):c(l—XZ)X;_x — {xzzc(l—xz)xz—xl (10-2)

Badany model nalezy zapisa¢ w pliku funkcyjnym, zgodnie z zasadami konstrukeji takich plikow w
danym programie symulacyjnym (Tab. 10-3).
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Tab. 10-3. Przyktad funkcji definiujacej model dynamiki

Matlab | Scilab Octave
function[xprim] = vdp(t, x) function[xprim] = vdp(t, x)
global c; global c;
xprim = [x(2); ... xprim(1) = x(2);
c*(1-x(1)"2)*x(2)-x(1)]; xprim(2)=c*(1-x(1)*2)*x(2) - x(1);
endfunction

Zaktadajac, ze ,,vdp” z odpowiednim rozszerzeniem jest nazwa pliku zawierajacego model,
uruchomienie symulacji mozna zrealizowa¢ w skrypcie (Tab. 10-4).

Tab. 10-4. Przyktad symulacji z wykorzystaniem funkcji definiujacej model dynamiki

Matlab Scilab Octave
global ¢ c=1; tend=100 ;
c=1; tend=100; x0 = [-2.5; 2.5];
x0 = [-2.5; 2.5]; t = linspace(0, tend,500);

exec('vdp.sci');
[T,x]=ode45('vdp',[0 tend], x0); [x] = ode(x0, 0, t, vdp);
plot( x(:,1), x(:,2) ) plot( x(1,:), x(2,:) )

10.3. Przyklady zastosowania badan symulacyjnych (LAB 06-07)

10.3.1. Badania ukladow liniowych i nieliniowych

Zastosowanie rownan stanu w badaniach symulacyjnych jest dedykowane przede wszystkim do
sytuacji, gdy wymagane jest badanie reakcji réznych wyjs¢ uktadu na zakidcenia, ktore pojawiajg sie
na réznych wejsciach uktadu. Zazwyczaj sg to reakcje na wymuszenia skokowe. Poprawne badanie
wymaga, aby uktad znajdowat si¢ w stanie rdwnowagi, a wymuszenie jest podawane tylko na jedno z
wejse.

Dynamiczne wtasnosci uktadéw liniowych nie zalezg od punktu pracy. W ukladach liniowych
zmieniajg si¢ zaleznie od punktu pracy

Scenariusz badan obejmuje wigc wybor obserwowanych wyjs¢, wybor wejs¢ na ktére beda
podawane zakldcenia oraz wybdr punktéw pracy.

cdn.

10.3.2. Wlasnosci dynamiczne kaskady zbiornikow

Wybra¢ przyktad

Porownujac reakcje modeli dokladnych i zlinearyzowanych, spodziewamy si¢, ze uproszczony
model kaskady bedzie wykazywat takie same wilasnosci dynamiczne w calym zakresie pracy, a

wiasnosci modeli doktadnego zalezg od punktu pracy.
cdn W tym poréwnac odpowiedzi liniowe i nieliniowe w trzech punktach pracy (przy prawidtowej linearyzacji)
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VI. Modele operatorowe

11. Transmitancje Laplace’a

11.1. Wprowadzenie - transmitancja i jej podstawowe wlasnosci

Zastosowanie przeksztatcenia Laplace’a, pozwala przeksztalci¢ liniowe roéwnanie rozniczkowe na
algebraiczne rownanie operatorowe. W praktyce inzynierskiej przejscie od modelu rozniczkowego do
operatorowego opiera si¢ na zastosowaniu:
- twierdzenia o liniowoSci:

Lafy (0 +bf2 (1)} = afi (5)+ b2 (5) (11-1)
- twierdzenia o transformacie pochodnej funkcji z zatozeniem f£{0,) = 0:
L{f (0f= 5 ()- £(0.) = 5/ () (1)

Z rozwinigcia twierdzenia (11-2) do pochodnych n-tego rzedu przy zalozeniu zerowych warunkow
poczatkowych (f{0+) oraz wszystkie pochodne rowne zero dla £~0), wynika zalezno$¢:

2l 0)f=s5"1(s), (11-3)
ktora wykorzystuje si¢ do przeksztatcania réwnan rézniczkowych przez proste podstawienie symboli:
b (11-4)
dt*
Tak wigc liniowe rdwnanie rézniczkowe:
a, x" () +...+ a,x(t) + agx(t) = b, u'™ (t) + ...+ bi(t) + byu(t) (11-5)
z zerowymi warunkami poczatkowymi mozna przeksztatci¢ na rOwnanie operatorowe:
a,s"x(s)+...+a;sx(s) +ayx(s) = b, s"u(s)+...+ bsu(s) + byu(s) (11-6)
Stad po uporzadkowaniu:
(ansn +...+a;5+a, )x(s) = (bmsm +...+bs+ bO»(s) (11-7)

1 podzieleniu stronami:

x(s) |b,s" +..+bs+b

= G(s) (11-8)

u(s) |a,s" +..+a;s+a,
otrzymujemy model dynamiki nazywany transmitancja ukladu G(s), definiowang jako stosunek
transformaty funkcji wyj$ciowej x(s) do transformaty funkcji wejSciowej u(s), ale wyznaczang na
podstawie wielomianow roOwnania operatorowego. Transmitancje powstajagce na podstawie réwnan
rézniczkowych maja posta¢ funkcji wymiernych, przy czym w wigkszosci rzeczywistych obiektow
stopien licznika jest mniejszy niz stopien mianownika .

Na podstawie transmitancji G(s) i1 transformaty funkcji wejsciowej u(s) mozna wyznaczy¢
transformate funkcji wyjsciowe;j:

x(s) = G(s)u(s), (11-9)
Stad transmitancj¢ nazywa si¢ tez funkcja przejscia, ktéra opisuje sposdb przetwarzania sygnatu przez
uktad. Na podstawie transformaty x(s) mozna odtworzy¢ oryginatl funkcji wyjsciowej x(r) — jesli
istnieje taka potrzeba®. Zazwyczaj nie jest to konieczne, bo podstawowe badania wiasnosci obiektu
(stabilno$¢, punkt rownowagi) mozna wykonaé¢ na podstawie transmitancji. O stabilnosci uktadu
decyduja bieguny transmitancji, czyli pierwiastki rownania charakterystycznego uktadu
wyznaczonego przez przyréwnanie do zera mianownika transmitancji (11-8) (pierwiastki
mianownika):
as"+..+as+a,=0 (11-10)
Jest to takie samo rownanie jak to wyznaczone na podstawie pierwotnego roéwnania rézniczkowego.
Poprawne przeksztalcenia modelu nigdy nie zmieniaja wielomianu charakterystycznego (w
szczeg6lnosci stopnia wielomianu), co mozna wykorzysta¢ do weryfikacji poprawnosci przeksztatcen.
Zera transmitancji (pierwiastki wielomianu w liczniku) nie majg wplywu na stabilno$¢ uktadu.

" Stad tez istnieje wiele metod analizy i projektowania uktadow opracowanych przy zatozeniu, ze transmitancja obiektu
spetnia takie warunki.

% Caly proces przeksztatceni od réwnania rozniczkowego do odtworzenia funkcji x(f) nazywa si¢ operatorowa metoda
rozwiazywania liniowych réwnan rozniczkowych. Patrz: przeksztalcenie odwrotne <4, metody wyznaczania
oryginatow funkcji (metoda rozktadu na utamki proste, metoda residuow), np. [], [3/D2].
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Aby wyznaczy¢ punkt rownowagi na podstawie transmitancji nalezy skorzysta¢ z wlasnos$ci
przeksztatcenia Laplace’a — twierdzenia o warto$ci koncowej:
limx(¢) = limsx(s) = limsG(s)u(s), (11-11)
{—0 s—0 s—0

ktoére jest prawdziwe pod warunkiem, Ze granica x(¢) przy t—oo istnieje. Problem istnienia granicy
trzeba rozstrzygna¢ w inny sposob, na przyktad na podstawie znajomos$ci rozwigzania réwnania
rézniczkowego dla typowych funkcji wymuszajacych'. W praktyce czesto wykorzystuje sie to
twierdzenie do obliczenia wyjscia przy staltym wymuszeniu uy, przy czym zaklada si¢ woéwczas, ze
state wymuszenie jest reprezentowane przez funkcje skokowa o takiej samej wartosci’.

Doda¢ przyktady dla 1(t), 5(t), sin(wt)

Przyktady zastosowania przedstawiono w zatgczniku ....(?)

11.2. Transmitancje ukladéw wielowymiarowych

Transmitancja z definicji opisuje uktad typu SISO. Jesli uktad ma wiele wejs¢ 1 wiele wyjs¢
(MIMO), to mozna wyznaczy¢ wiele transmitancji. Uktad réwnan rézniczkowych, tworzacy model
MIMO, po zastosowaniu przeksztalcenia operatorowego (11-4), staje si¢ uktadem réwnan
operatorowych. Rozwigzujac ten uklad otrzymujemy transformaty kazdej zmiennej wyjsciowej x;,
wyrazone jako suma sktadowych:

x;(8) =Gy (Su,(s)+...+ G, (s)u,, () (11-12)
gdzie G;1+ Gjy, to transmitancje zmiennej x; od poszczegdlnych wejs¢. Zbidr wszystkich transmitancji
uktadu MIMO mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

x(s) = G(s)u(s) (11-13)
gdzie: x(s) 1 u(s), to wektory transformat zmiennych wyjsciowych i1 wejsciowych, natomiast G(s) jest
nazywana macierzg transmitancji lub transmitancja macierzowa.

Pojecie transmitancji macierzowej wynika z metody wyznaczenia transmitancji dla rownan stanu.
Roéwnania stanu (9-4) sg przeksztatcone do postaci operatorowe;:

sx(s) = Ax(s) + Bu(s) (11-14)
a nastgpnie wykonane sg operacje macierzowe:
x(s) = (sT— A) "' Bu(s) = G(s)u(s) (11-15)

Transmitancja macierzowa jest wiec rodzajem operatora macierzowego G(s), ktory opisuje zwigzek
pomigdzy transformatg wektora wejsciowego u(s) i wyjsciowego X(s).

Na przyktad uktad rownan:

-4 4 1y
{mlxl(t)+a1xl(l)_a2x2(t) =u() |:xl(t)}: mom {Xl(f)i|+ m {”1(t)i| (11-16)
My (1) = byxy(2) + by, (£) = (1) %, (1) b = | %0 o _L|w®
m, N n,
mozna zapisa¢ kolejno w postaci macierzowej (11-14) 1 (11-15) , czyli:
—a 1y, oo e [T
g x(s) _| m my | %(s) 4| ™ u(s) - x(s) _ m m m u(s) (11-17)
x,(s) b =Dy [ xy(s) 0 L uy(s) x,(s) —b S_,_biZ 0 1 uy(s)
my, N ny ny ny ny
Wykorzystujac ogdlny wzor na elementy macierzy odwrotnej (1-13) otrzymujemy:
de{mzs%] de{azj -
! ny _7)2+! m 2 0
{xl(s)} _ D det(s] — A) D det(sT— 4) | m, {ul(s)} (11-18)
x,(s) det[_bl] det[ ms +a, J 0 L u,(s)
(=112 m (~1)>*2 m L ™y
L det(s/ — A) det(s/ — 4) |

ms+a; | mys+b a
gdzie wyrazenie w mianowniku jest wyznacznikiem  det(s/ —A4) = ( : IJ( 2 2)- bidy
m n, myn,

Ostatecznie po uproszczeniu wyrazen otrzymujemy:

! Jesli funkcja wejSciowa ma stalg warto$é, to rozwigzanie wymuszone tez ma stalg warto§¢ — granica istnieje. Jesli na
wejsciu jest funkcja sinus, to na wyjsSciu wystapi sinus przeskalowany i przesuniety — nie ma granicy (funkcja
okresowa).

? to zalozenie pozwala wyznaczy¢ transformate funkcji wejsciowej: u(f)=uy — uy-1(£) —> L u(@)} = uy/s

-77 - - REKOPIS ©PWTr (wer.Skrypt60.doc)



Dynamika uktadéw - podstawy analizy i symulacji

mys +b, a,
[%(S)}: M(s) M(s) {W(S)}:{Gn(s) GIZ(S):||:Z"1(S):| (11-19)
x,(s) i S+ a | uy(s) Gy (s)  Gy(s) | uy(s)

M (s) M (s)

gdzie: M(s) = (mls +a )(mzs + bz)— ba,
Zastosowanie operatora macierzowego (11-15) w przeksztalceniach analitycznych ma dwie wady:
wymaga odwracania macierzy (co jest ucigzliwe gdy dotyczy operacji symbolicznych na wyrazeniach)
1 mianownik wszystkich transmitancji uktadu jest obliczany na podstawie jednego wyznacznika
(zmniejsza to 1lo$¢ przeksztalcen, ale trudno wykry¢ ewentualny btad).

Analityczne wyznaczanie macierzy transmitancji uktadu MIMO mozna roéwniez wykona¢ stosujac
technike wzoréw Cramera (1-16) - po przeksztalceniu uktadu rownan roézniczkowych do postaci
operatorowej, wyrazenia ze zmienng s oraz transformaty zmiennych wejSciowych sg traktowane
analogicznie jak state wspotczynniki 1 uktad zostaje zapisany w postaci:

a,x;(s)+a,x,(s)+...+a,x,(s)=b (11-20)
gdzie wektory kolumnowe aj+a, zawieraja wyrazenia ze zmienng s, a wektor b zawiera zmienne
transformaty zmiennych wejsciowych.

Na przyktad uktad rownan (11-16):

{m1x1(1)+a1x1(1)—a2x2(t)—ul(t) — {mls)ﬁ(s)"‘alxl(s)—azxz(s) =uy(s) (11-21)
My, (1) = byxy (2) + by, (1) = uy (1) mysx, (8) = byx; () + by, (5) = uy ()
mozna zapisac¢ kolejno w postaci macierzowej (11-14) i (11-15), czyli:
{mls * al}xl (s) +{ —h }xz(s) = {ul (S)} (11-22)
-b mys +b, u,(s)
Na podstawie wzorow Cramera (1-16) otrzymujemy:
e {”1(5) ) }
g o det0my) () mas by (s + by Juy () + @ity (s) _ mys +b () +—2 5 (5)
det(a,,a,) det(a,,a,) M(s) M(s) M(s) (11-23)
. {mls +a, ul(s)}
v det(a;,b) b wm() ] (mys + a, Juy (5) + by, (5) __b 1y (s) + ms + a ()

> det(a,a,) det(a,,a,) M(s) M(s) M(s)

ms +a —a,

gdzie wyrazenie M(s) w mianowniku M (s) = det(a;,a,) = det{ } = (mys+a, \m,s +b,)-ba,

b mys +b,
W ten sposob mozna przeksztatca¢ nie tylko rownania stanu, ale takze modele zawierajagce roOwnania
wyzszych rzedow 1 pochodne zmiennych wejsciowych. Metoda nie wymaga odwracania macierzy, ale
podobnie jak w poprzedniej metodzie mianownik wszystkich transmitancji jest obliczany na podstawie
jednego wyznacznika.

Alternatywny sposdb wyznaczania transmitancji ukladow wielowymiarowych polega na
przeksztalceniu ukladu rownan modelu do postaci operatorowej i rozwigzanie ukladu poprzez
eliminowanie kolejnych zmiennych. Mozna go zastosowa¢ do kazdego ukladu rownan bez
eliminowania pochodnych wyzszego rzedu 1 pochodnych zmiennych wejsciowych.

Na przyktad uktad réwnan (11-16) przeksztatcony do postaci operatorowej i uporzadkowany ma postac:

{(mls ) (5) = @y () + g (5) — {Ml ($)%1(5) = a5, (5) + 2, (5)

(mzs +b, )x2 (8) =byx,(s) +uy(s) M, (8)x,(s) = by x,(s) +u,(s)
gdzie robocze symbole M;(s) i M,(s) maja na celu skrocié zapis kolejnych operacji.
Wyznaczajac z uktadu (11-24) jedna ze zmiennych wyjsciowych, na przyktad x;:
x,(s) = ay%,(s) +uy(s)
M, (s)

i podstawiajac do drugiego rdwnania, otrzymujemy rownanie z jedng niewiadomg x;:
%wz@) M, (s) (11-26)
Obustronne mnozenie przez M,(s) pozwala wyeliminowa¢ wyrazenia ulamkowe:

M, ()M, (5)x,(s) = bya; x, (s) + byuy (s) + M ()u, (s) (11-27)
poniewaz ostateczna posta¢ transmitancji powinna mie¢ posta¢ funkcji wymiernej (bez pigtrowych utamkow):
byu, (s) + M, (s)u, (s)

M, ()M, (s) —bya,
Podstawiajac wyznaczong warto$¢ x, (11-28) do wyrazenia (11-25) uzyskujemy réwnanie z niewiadoma x;:

(11-24)

(11-25)

M, (s)x,(s) = b,

x,(s) =

(11-28)
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ay by (s)+ M ()uy(s)  u,(s)
x(s)=—=2—-1 + ’ 11-29
T MM (5) - bay | M) (122)
ktore po sprowadzeniu do wspolnego mianownika:
xy(s) = 2Bt () + oM (5 () + (M ()M (5) by (5) (11-30)
M, ()M, ()M (5) = byay )
mozna uproscic i otrzymaé wyrazenie postaci:
M, (s)uy(s) + ayuy (s)
x,(s) = —2 11-31
T MM y(s) - bay (130
Transmitancje (11-28) i (11-31) maja taki sam mianownik:
m,s +b, a, oraz b, ms +a,
X (5) = u(s)+ U, (S X (8) = u,(s)+ Uy (S
1(5) M) 1(5) M) 2(5) 1(5) M) 1(5) M) 2(5) (1132)

gdzie: M (s) = (m,s +a, \mys +b,)—ba,
Poniewaz mianownik transmitancji byl wyznaczany na dwa sposoby, to oznacza z duzym prawdopodobienstwem, ze jest
on poprawny.
Nie tylko koncowy wynik (11-32), ale caty cigg przeksztatcen (11-24)+(11-31) pozwala kontrolowaé
poprawno$¢ wykonania operacji na podstawie charakterystycznych etapow'.

Roézne transmitancje tego samego obiektu majg taki sam mianownik jesli obiekt jest tak zwanym
ukladem wspéldzialajacym, co mozna stwierdzi¢ takze na podstawie wspotzaleznosci réwnan
rozniczkowych opisujacych obiekt’ — pomigdzy zmiennymi stanu wystgpuja wzajemne sprzezenia. W
ukladzie niewspéldzialajacym sprz¢zenia wystepuja tylko w jednym kierunku — zalezno$ci sa
unilateralne. Typ sprzezen mozna oceni¢ na podstawie znajomosci zjawisk wystepujacych na obiekcie.

Rozwingé

"' W rownaniach (11-24) wystepuja nawiasy ze zmienng s, ktore zostang zastgpione symbolami M;. Symbole te pojawia
si¢ w mianownikach wyznaczonych transmitancji. W réwnaniu (11-26) pojawia si¢ mozliwo$¢ wyeliminowania
wyrazenia ulamkowego (obustronne pomnozenie przez jeden z symboli M;), a w rownaniu (11-30) — skrocenia utamka
(skrocenie wyrazen w liczniku i M; jako wspolny dzielnik licznika i mianownika).

* w rownaniu pochodnej x, wystepuje zmienna x, i odwrotnie
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11.3. Schematy blokowe (strukturalne)
Modele opisane transmitancjami mozna przedstawi¢ w postaci schematdéw blokowych.

Na przyktad model (11-32) sktada si¢ z czterech transmitancji, uy = Gu(s) [ ¥
opisujacych zwigzki pomigedzy dwoma wejsciami i dwoma

wyjsciami obiektu 1 mozna go przedstawi¢ w postaci schematu uy > Gia(s) £
(Rys. 11-1). Schemat ten jest ilustracja modelu a nie LG
odwzorowaniem wewnetrznej struktury obiektu. W obiektach 20) [} x,
wspotdzialajacych zmienne wptywaja na siebie nawzajem i Go(s) |+

kazda transmitancja zawiera w sobie informacj¢ o dynamice
catego obiektu (wspolny mianownik). W badaniach stabilno$ci
mozna wigc ograniczy¢ si¢ do wyznaczenia i badania jednej wybranej transmitancji. Ponadto
podstawowe badania dynamiki polegaja na analizowaniu reakcji obiektu na wybrane, pojedyncze
zaklocenia', mozna wicc transmitancje obiektu bada¢ oddzielnie (=).

Istotng zaleta stosowania transmitancji do opisu dynamiki obiektéw jest prosta interpretacja
iloczynu 1 sumy transmitancji jako szeregowego i rownolegtego polaczenia blokéw (Rys. 11-2).

Rys. 11-1. Schemat blokowy (11-32)

X, (8) = G,(5)G, (s)u(s) x(s) ;_(-Gl (s)+G, (s))u(s)

Rys. 11-2. Graficzna interpretacja iloczynu (a) i sumy (b) transmitancji
Za pomocg transmitancji oraz wezidw sumacyjnych i rozdzielajacych mozna konstruowa¢ schematy

ztozonych ukltadéw (obiektow). Typowy dla automatyki jest uktad ze sprz¢zeniem zwrotnym,
stosowany na przyktad jako uktad korekcji® (Rys. 11-3) lub regulacji’ (Rys. 11-4)

+_ €
+_ € u X
VTR TG ]"x W81 G (s) [ Guls)
X1
Gi(s)
Rys. 11-3. Uktad korekeji Rys. 11-4. Uktad regulacji

Wyznaczenie modeli zastgpczych ztozonych obiektow opiera si¢ prostych dziataniach arytmetycznych
®*. Punktem wyjécia jest skompletowanie ukladu niezaleznych réwnaf, ktore opisuja zwiazki
pomigdzy sygnatami na schemacie. Transmitancja zastgpcza obiektu, jako zwigzek pomiedzy jednym
wejsciem 1 jednym wyjSciem, powstaje po wyeliminowaniu nadmiarowych zmiennych i
uporzadkowaniu otrzymanego wyrazenia.

Na przyktad na schemacie uktadu korekcji (Rys. 11-3) wystepuja cztery sygnaty w, e, x i x;, w tym jeden wejsciowy i
trzy wyjsciowe. Pelny uktad rownan zawiera wigc trzy rOwnania i pozwala wyznaczy¢ na przyktad wzor na transmitancje
x(s)/w(s):

e(s) = w(s) = x,(s)
*6) =G ()es) K= %W(ﬂ (11-33)
x%(s) = Gy (s)x(s)
Po podstawieniu transmitancji G,(s) 1 Gi(s) mozna uporzadkowaé¢ wyrazenie (11-33) tak by okresli¢ rzad transmitancji
zastepczej, wyznaczy¢ rownanie charakterystyczne i bieguny ztozonego uktadu.

Problem konstrukcji schematu moze mie¢ charakter syntetyczny — schemat powstaje przez faczenie
okreslonych blokéw transmitancji, a celem jest wyznaczenie modelu zastepczego i zbadanie jego
whasnosci (np. stabilnoéci®). Natomiast proba przedstawienia uktadu fizycznego w postaci schematu
blokowego ma charakter analityczny, a punktem wyjscia jest zwykle podzial na mniejsze fragmenty
(np. urzadzenia) dla ktorych mozna okresli¢ wejscia i wyjscia, 1 wyznaczy¢ model, o ile to mozliwe
typu SISO.

! typowe badanie to skokowa zmiana wartosci na jednym wejéciu (powtarzane dla wybranych wej$¢)

% stosowany do korekeji wlasnosci dynamicznych obiektu G, za pomoca cztonu korekcyjnego G,

3 przeznaczony do sterowania obiektem G, za pomoca regulatora G, w celu uzyskania na wyjsciu obiektu warto$ci
zadanej w

4 czasem warto przeksztalci¢ schemat na rownowazng, prostsza postaé - patrz: przeksztatcanie schematow blokowych, np.
[3/r.3.2.3,5.2]

> polaczenie stabilnych elementow nie musi oznaczaé stabilnosci uktadu
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Proste zasady przeksztalcania schematow znajduja szczegodlne zastosowanie w metodach
konstrukcji modeli opisujacych liniowe uktady elektryczne. Mozna je tworzy¢ wedtug ogolnych zasad
konstrukcji modeli, polegajacych na ukladaniu réwnan rézniczkowych, ktore potem mozna w
okreslonych warunkach przeksztalci¢ na transmitancje. W liniowych uktadach elektrycznych jednak
zazwyczaj juz na etapie konstrukcji modelu stosowany jest operatorowy opis wlasnosci elementow.

1° Wyznacz 1 porownaj wzory na transmitancje uktadéw korekcji (Rys. 11-3) i regulacji (Rys. 11-4),
przyjmujac jako sygnat wyj$ciowy: a) zmienng x, b) zmienng e. (*°)

2° Zapisz zestaw transmitancji dla uktadu korekcji i regulacji w postaci macierzy zaktadajac, ze w
dalsze badania beda dotyczy¢ tylko sygnatu wyjsciowego x i sygnatu biedu e.

3° Okresl rzad transmitancji zastgpcze] potaczenia szeregowego 1 rownoleglego (Rys. 11-2) oraz
uktadu korekcji (Rys. 11-3) i regulacji (Rys. 11-4) zaktadajac, ze transmitancje sktadowe sa
funkcjami wymiernymi 1 Ze znany jest stopien wielomianow.

4° Podaj warunki zapewniajace stabilno$¢ nastepujacych transmitancji:

. — . — 1
2) G(s) = Gi(5)G,y(s):  b) G(s) =Gy () + Gy (5)G5(s) ; ) G(s) = GG
1o — a =—1 =
gdzie: Gy(s) = Gsta) G, (s) Gra) . Gy(s)=k.

Jakie dodatkowe warunki musza spelnia¢ parametry aby uktad osiggal stan rownowagi bez
przeregulowania (oscylacji)? Jak sg potaczone elementy sktadowe transmitancji G(s) — narysuj
schemat, oznacz sktadniki, wskaz wejScie 1 wyjscie zwigzane z transmitancja G(s).

11.4. Operatorowa metoda rozwigzywania réwnan rézniczkowych

Rozktad na utamki proste. Odpowiedzi impulsowe. Rozwigzania dla uktadow z zerami.
Transmitancja a odpowiedz impulsowa.
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12. Badania symulacyjne na podstawie transmitancji (LAB 07)

12.1. Wprowadzenie

12.2. Definicja modeli w blokach, funkcjach i plikach

12.2.1. Specjalistyczne bloki na schemacie graficznym

Na schematach symulacyjnych mozna wykorzystywac¢ kilka blokéw do definiowania modeli
liniowych (Tab. 10-1).
Tab. 12-1. Wybrane bloki do definiowania modeli w postaci transmitancji

Matlab/Simulink Scilab/Xcos Octave
| transmitancja Transfer Fcn CLR —

Oferowane bloki maja swoja specyfike i ograniczenia w zastosowaniu'. Podstawowa forma bloku
transmitancji () jest typu SISO:

m
b4.2+b0 ] b, s" +..+bs+b
I i T e — X (s)=—"— "y () (12-1)
+ + +
st ik 2k a,s” +..tais+a,
atep_ul Transfer Fen Scope_x1 . . . Sy ..
0 czyli ma jedng zmienng wejSciowa u; 1 jedng

WYyjSClIOwa — zmienna stanu x;.
Constant y‘] Q q 1

Rys. 12-1. Blok transmitancji

Wspotczynniki wielomianu licznika i mianownika sg przekazywane do bloku za pomoca wektoréw
wartosci. Programy symulacyjne zwykle akceptuja tylko takie transmitancje, w ktorych stopien
licznika jest mniejszy niz stopien mianownika (ewentualnie réwny). Transmitancja z definicji jest
modelem o zerowych warunkach poczatkowych. Zazwyczaj nie stanowi to problemu dla badan
symulacyjnych, nalezy tylko podawaé na wejscie sygnal o zerowej wartosci poczatkowej. Poniewaz
reakcja modelu liniowego nie zalezy od punktu pracy, wiec w razie koniecznosci wyniki symulacji
mozna przesung¢ o warto$¢ x0 i uzyska¢ symulacje przebiegu zmian od wybranego stanu rownowagi.

12.2.2. Specjalistyczne funkcje w skryptach

Typowe badania modeli zapisanych w postaci macierzowych réwnan stanu czy transmitancji mozna
zrealizowac za pomocg prostych funkcji (Tab. 10-2).

Tab. 12-2. Wybrane funkcje do definiowania i badania modeli liniowych

Matlab/Control Scilab Octave
transmitancja tf, zpk syslin
odpowiedzi czasowe step, impulse csim
bieguny uktadu
wzmocnienie

Jedna grupa funkcji umozliwia definicj¢ modelu 1 zapamigtanie go pod wybrang nazwg. Parametry i
ograniczenia funkcji sg takie same jak analogicznych blokéw na schematach. Druga grupa funkcji
stuzy do uruchamiania symulacji, ktéra generuje wykres przedstawiajacy reakcje modelu na
standardowe zaktocenie (skok jednostkowy, impuls).

12.3. Przykiady

' Nowsze wersje programéw oferuja dodatkowe wersje blokéw bez ograniczen, jednak sa to de facto bloki, ktére nie
ujawniaja ograniczen na zewnatrz ale obchodza je za pomoca wewngtrznych konwersji.
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