Numeryczne rozwigzywanie rownan rozniczkowych

azyx (t)+ arx(t) + ayx(t) + agx(t) = u(t)

, warunki poczatkowe

T~

X= X o
P X,(1) = X, (1)
1= X2 :
= 1%, () = x5 (2)
2= X3 :
. 5 (0) = [u(0) — agx, (1) — ayx, (£) — a,x3 ()] s
Uogdlnienie
d"x d"'x
a, P +an_1dtn_1+....+a1 +ayx = f(t,x)
Xqy = X; y
Yy
%:xm; 1 = filt 30y 5y )
%_x ‘ d
= X(3)> X(n
di d(t) =ﬂ(t,x(l),x(z),...,x(n))
dx, 1
dx, ) - " = —{fn (t,x(l),x(z),...,x(n))—(an_lx(n) + Ay Xy ot ApX )}
i (n)? dt a,
Przyktad: o dxe)
d>x _d’x dx’ dx ddt o "
log x i : i 2{dtj ve = 1og(2t " dtj o _ I {log(zf + X)) =33~ 2t{x ) f —ex(l)}

dt  logx,



Metody samostartujgce

Zagadnienia typu d)z;) =

Szereg Taylora:

Schemat catkowania:  Yi+17~

V= f(t,x)

x(t,,)=x(t,)+ At

z warunkami poczatkowymi x(z,) = x,

dx(t)] A d*x(t)| LA d *x(1)|

(), e | T ar

L

hxl.(l) + lh2 x(z) +lh3 x§3) +%h4 xl.(4) +

2! I 3!
2
Przyktad: ¢ xz(t) 2 d);([) +x(t) = sin wt , dla #=0 jest x=3, x(1)=2
t
2 3
dx(t . M) NENEUEY
d(t ) - (1) Szeregi Taylora:  |¥u1 =% + A +—— o +?xi +
At AF
) =sin @t —2y(t)—x(¢) Vin =¥, + Aty +—— o y? "‘7)’53) T
gdzie: At=t, ,—t.
xM =y, y =sinwt-2y—x
XD =y O g coswr—2y" —xO
=@ O - sinwr—2y@ —x®

0) Obliczenia w pierwszym kroku (t,=0):

x0=3 y0 =2
x0(1)=2 y0(1)=-7
x02)=-7 y0(2)=13
x0(3)=13 y0(3)=-19

1) obliczamy wartosci w chwili t, (dla At=10-2 [s])

4 -6
v =3+102-2)—| 07 [ 10 s
: 2 6

107 10°°
=2-(1072- )+ — 13 |=| — 19 |+
y=2-( >(2 j(6 ]




Metody samostartujgce

Zagadnienia typu sz;) =xW = £(t,x) z warunkami poczatkowymi x(z,) = x,
dx(t)| At d°x(1) At d’x(t)
Szereg Taylora: (1) = (1) + A { TR |, o
1 1.2 (2 1.3 (3 1.4 (4
Schemat catkowania: X=X + hxl.() + E!h xl.( ) +§h xl( ) +Z!h xl.( )+....
Rzad metody — potega ostatniego wyrazu w rozwinieciu Taylora
: dx o B
Metoda Eulera: X =xg+h—  blad £="xp) X))
(metoda stycznych) dt 2! 3!
xt Rozwigzanie Zagadnienie
_______________ przyblizone dx.
x!'+1 T;Zf(tiaxi)

Btad metody

- bledy w pojedynczym kroku (btedy lokalne)

ke - bledy akumulowane (btad globalny)

tea= f(t,.x,) czyli réznica miedzy rozwigzaniem
doktadnym a numerycznym na koncu

Szukane
rozwigzanie

s CCLLLL



Metody samostartujgce
Zagadnienia typu d)z;) =xW = £(t,x) z warunkami poczatkowymi x(z,) = x,

lh2 x.(z) +lh3 x§3) +%h4 xl.(4)+....

(1
Schemat catkowania: Y= T hxl. + o T 31

1

Metody Rungego-Kutty: X; 1 =%+ Hoko + mky + ot pk

Suma wag syttt p=1

Parametry k; sa wyliczane z uktadu rownan:
kO :hf(tia xi)
ky =hf(t; +ayh, x; + B okg)

ky =hf (¢, + ayh, x; + B, 0ko + Br1ky)
ky =hf (t; + azh, x; + By ok + P31k + B3,k,)

k,=hf(t; +a,h, x;+p,0ko+ L,k +.ct B, 1k, )

gdzie: krok h=t,,, - t,, stale wspolczynniki 1, a1 .

Znajac t,x; mozna obliczy¢ k,, co pozwala obliczyc¢ k, itd.
Kazdy z wyrazow k,,...k, jest proporcjonalny do f(£,x) w przedziale ¢,...t;,,.
W skrocie:
- metody Rungego-Kutty wymagaja p-krotnego obliczenia pierwszej pochodnej dla kazdego kroku
(zamiast wyliczania wyzszych pochodnych jak w szeregu Taylora)
- wspolczynniki p, o i B powinny by¢ tak dobrane by wzér na y, , byl identyczny
jak rozwinigcie Taylora ograniczone do kilku pierwszych wyrazow.



Metody samostartujgce

Metody Rungego-Kutty:

3-rzedu
| 2 1
xl-+1 :xl- +6k0 +3k1 +6k2
ko =hf(t;, x;)

1 1
k, = hf (¢ +2h, X; +2k0)

ky =hf(t, +h, x; +2k; — k)
4-rzedu
xi+1:xi+é[k0+2kl+2k2+k3]

ko =hf (¢;,x;)

1 1
ky=hf(t,+ _h,x, + _k
| = hf (2, S Xt 0)

1 1
k2 = hf(tl +2h, X; +2k1)

ky = hf(t, + h, x, +ky)



Metody przyspieszonego catkowania (niesamostartujgce)

_ 1 M Q)
Xpg =aX, +a,x,  +..ta_,x_, + h- (bl.ﬂxl.+1 +bx; 4.+ bl._pxl._p)

* korzysta z p poprzednich wartosci zmiennej x, tzn. x;..., X; ,
* jej pierwszej pochodnej x, tzn. x;,, ), x(V..., x; 1) (razem p+1 wartosci)

uzycie X! poprawia doktadnos¢
ale wymaga predykcji tej wartosci,

Predyktory Adams-Bashfortha (bez pochodnej x,;,,,")

h3
Dlap=1 x,, =x,_ +2h-x" +3X(3)(8)

1

_ 3 M _ ) a4 s 5
Dla p=3 Xj =X 5+ Zh : (2xl- —x; +2x; )+ 4—5h x(g)

_ 3 M) M) ) ) o), 47
Dlap=5 ¥is1 =%iss +10h-(1 Ix;” —14x, +26x;, —14x, 5 +11xi_4)+ mh x" (&)

Prostota, tatwo$¢ programowania, stosunkowo krétki czas obliczen
W kazdym kroku tylko jedna warto$¢ pochodnej (x(V)

Nie wymagajg iteracji

Stosunkowo niska doktadno$¢ 1 duza szansa na akumulacje btedow



[

Metody predykcyjno-korekcyjne (niesamostartujgce)

X = QX T 0, X, T+ a, X+ h‘(b~+lx(l) +bx" +..+b_ x )

Dla p=1
Dla p=3

Dla p=5

i-p7i-p i i+1 i-p7i-p

—e (e 4 1) L)

Xit1 i+l
2 ) ) () ) o) 8 7. ™
X =X 3 +——h-\Tx; +32x;7 +12x, ) +32x, 5 +7x; 53— ——h'x"" (&)
45 945
Yo =Xt (x.(l) +5xD 4 xD 1 6xD 4 xO 455D 4 5D )—1 B x7 (g) - Ly (€)
i+1 i-5 10 i+1 i i—1 -2 -3 i—4 i-5 140 1400

zastosowac¢ metode samostarujaca (np.Rungego-Kutty) w celu uzyskania pierwszych p wartosci
uzyskac pierwsza predykcje wartosci y;,; (wzory przyspieszonego calkowania)

podstawi¢ otrzymana warto$¢ y,,,; do rozwigzywanego rownania rozniczkowego y(V=f(x,y) w celu
uzyskania wartosci y;, ("

obliczy¢ nowa wartos¢ y; ., przy uzyciu doktadniejszych rownan (jak wyzej)

powtarzanie krokow 3 14 az do uzyskania wystarczajacej zgodnosci kolejnych wartosci y;,; (jesl
krok h jest wystarczajaco mata kazda sekwencja krokOw powinna zmiejszac¢ roznic¢ pomiedzy
kolejnymi warto$ciami y,, )



